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Введение

При решении какой-либо математической задачи естественно жела-
ние предварительно максимально упростить постановку задачи. Однако в
ряде случаев метод решения может состоять в ее обобщении или даже
усложнении.

Одним из методов этого класса является параметризация условия
задачи, то есть изменение ее условия, путем введения в него некотором спо-
собом параметров.

Уточним предварительно смысл используемых далее понятий.
В рамках настоящего пособия под параметром мы будем понимать

математический объект, являющийся в решаемой задаче константой, значе-
ние которой есть элемент из некоторого множества.

Приведем очевидный пример. Задача найти вещественные решения
уравнения 𝑥2 − 6𝑥 − 5 = 0 параметрически обобщается к виду найти
вещественные решения уравнения 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = 0, где 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R.

Понятно, что, если нас интересуют корни лишь исходного уравнения,
то такое усложнение условия вряд ли целесообразно.

Рассмотрим другой пример. Пусть требуется найти среди чисел 𝑥1 =
4, 𝑥2 = −5, 𝑥3 = 0 максимальное. Применение полного перебора очевид-
но дает ее решение 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 4. Однако оно может быть получено (оцените
погрешность на калькуляторе, например, при 𝜏 = 0.1) по формуле

𝑥𝑚𝑎𝑥 = lim
𝜏→+0

𝜏 ln
(︁
𝑒

𝑥1
𝜏 + 𝑒

𝑥2
𝜏 + 𝑒

𝑥3
𝜏

)︁
.

В этой формуле используется вспомогательный положительный параметр
𝜏 , по которому выполняется предельный переход к нулю. Данная форму-
ла, конечно, сложнее, чем программа перебора вариантов ответа, но она не
требует выполнения логических операций типа «если..., то..., иначе...»

Из приведенных примеров можно заключить, что существуют по
крайней мере два вида параметров:

— экзогенные, описывающие внешнюю «информационную среду» задачи,
и

— инструментальные, не влияющие на ответ, но необходимые для
реализации алгоритма поиска решения.

В приведенных примерах к первому виду можно отнести коэффициенты
квадратного уравнения или значения чисел, среди которых ищется макси-
мум. Ко второму виду относится вспомогательный параметр 𝜏 .
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Рассмотрим еще один пример.
Найти значение интеграла Дирихле

𝐼(𝛼) =

+∞∫︁
0

sin𝛼𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

где 𝛼 — произвольный вещественный экзогенный параметр.

Вычислить этот интеграл с помощью формулы Ньютона-Лейбница
невозможно, поскольку неопределенный интеграл

∫︀
sin𝛼𝑥

𝑥
𝑑𝑥 «не берущий-

ся», то есть не представляемый как некоторая суперпозиция элементарных
функций.

Однако, по признаку Дирихле этот интеграл сходится, то есть 𝐼(𝛼) имеет
конечное значение ∀𝛼 ∈ R.

Найти это значение можно, построив вспомогательный интеграл

Φ(𝛼, 𝛽) =

+∞∫︁
0

𝑒−𝛽𝑥 sin𝛼𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

введя вещественный инструментальный параметр 𝛽 ∈ [0, 1].
Этот интеграл сходится для 𝛼 ̸= 0 по признаку Дирихле при любом

фиксированном 𝛽 > 0. При 𝛼 = 0 он тождественно равен нулю.
В этом случае интеграл от производной подынтегральной функции по 𝛼

+∞∫︁
0

𝑒−𝛽𝑥 cos𝛼𝑥𝑑𝑥

будет сходиться по признаку Вейерштрасса равномерно на множестве 𝛽 ∈
(0, 1] и притом (это — теорема!) конкретно к Φ′

𝛼(𝛼, 𝛽).
Кроме того, оказывается, что последний интеграл «берется» двукратным

интегрированием «по частям» и, согласно формуле Ньютона-Лейбница, ра-

вен (проверьте это самостоятельно)
𝛽

𝛼2 + 𝛽2
.

Имеем Φ(0, 𝛽) = 0. Тогда, интегрируя при постоянном значении 𝛽

Φ′
𝛼(𝛼, 𝛽) =

𝛽

𝛼2 + 𝛽2
по переменной 𝛼 , получаем Φ(𝛼, 𝛽) = arctg

𝛼

𝛽
.

Наконец, перейдя в последней формуле к пределу 𝛽 → +0 для фиксиро-
ванного 𝛼 > 0, получим

𝐼(𝛼) = lim
𝛽→+0

Φ(𝛼, 𝛽) =
𝜋

2
.

А, в силу нечетности синуса, при любом 𝛼 имеем 𝐼(𝛼) =
𝜋

2
sgn𝛼 .
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Здесь стоит отметить, что параметр 𝛼 в данной задаче является экзоген-
ным, а параметр 𝛽 — инструментальным.

Таким образом, исходя из рассмотренных примеров, можно заключить,
что, хотя параметризация и приводит к формальному усложнению задачи,
возникающие при этом дополнительные степени свободы можно использо-
вать

— как для анализа свойств решений и поиска решений со специальны-
ми свойствами,

— так и для построения альтернативных алгоритмов поиска самих ре-
шений.

Далее в настоящем пособии рассматриваются методы решения различ-
ных типов задач, основанные на параметризации описания линий второго
порядка на плоскости.

Этот метод основывается на том факте, что любая линейная комбинация
уравнений линии второго порядка есть уравнение линии порядка не выше,
чем 2.

Если искомая линия второго порядка должна удовлетворять определен-
ному набору условий (например, проходить через заданный набор точек),
то можно предположить, что параметризация множества таких линий поз-
волит упростить как постановку решаемой задачи, так и метод ее решения.
Скажем, при некоторых значениях параметров линейная комбинация может
оказываться уравнением первого порядка. Описания реализации этой идеи
читатель может найти, например, в [1,2].

В настоящем пособии далее рассматриваются условия применимости
данного подхода и приводятся примеры решения конкретных задач.
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Параметрические семейства линий второго
порядка на плоскости

Каноническая классификация
линий 2-го порядка на плоскости

Линии 2-го порядка на плоскости рассматриваются в декартовой систе-
ме координат, которую по умолчанию будем считать ортонормированной
{ 𝑂, 𝑒⃗1, 𝑒⃗2 } и дадим

Определение
1

Линия 𝐿 называется алгебраической линией 2-го по-
рядка, если ее уравнение в данной системе координат
имеет вид

𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥+ 2𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 , (1)

где числа 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 и 𝐹 — любые вещественные,
причем |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| ≠ 0, а 𝑥 и 𝑦 суть координаты
радиуса-вектора любой точки, принадлежащей 𝐿.

Очевидно, что коэффициенты уравнения (1) для конкретной линии 2-
го порядка меняются при переходе от одной ОНСК к другой. Поэтому при
исследовании свойств этих линий целесообразно предварительно перейти к
системе координат

{︁
𝑂′, 𝑒′1, 𝑒′2

}︁
, в которой вид уравнения линии оказыва-

ется наиболее простым.

В курсе аналитической геометрии доказывается

Теорема 1 Для любой линии второго порядка существует орто-
нормированная система координат, в которой урав-
нение этой линии (при 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑝 > 0) имеет один
из следующих девяти (называемых каноническими)
видов:
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Т а б л и ц а 1

Тип линии →

↓ Вид линии

Эллиптический

Δ > 0

Гиперболический

Δ < 0

Параболический

Δ = 0

Пустые множе-
ства

𝑥′2

𝑎2
+

𝑦′2

𝑏2
= −1 𝑦′2 = −𝑎2 ∀𝑥′

Изолированные
точки

𝑥′2

𝑎2
+

𝑦′2

𝑏2
= 0

Совпадающие
прямые

𝑦′2 = 0 ∀𝑥′

Несовпадающие
прямые

𝑥′2

𝑎2
−

𝑦′2

𝑏2
= 0 𝑦′2 = 𝑎2 ∀𝑥′

Кривые Эллипс

𝑥′2

𝑎2
+

𝑦′2

𝑏2
= 1

Гипербола

𝑥′2

𝑎2
−

𝑦′2

𝑏2
= 1

Парабола

𝑦′2 = 2𝑝𝑥′

где

Δ = det

⃦⃦⃦⃦
𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

⃦⃦⃦⃦
= 𝐴𝐶 −𝐵2. (2)

Мы также потребуем, чтобы для канонического уравнения эллипса
выполнялось 𝑎 ≥ 𝑏.

Для упрощения последующих рассуждений эту классификацию предста-
вим в следующем виде:
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Т а б л и ц а 2

Тип линии →

↓ Случаи

Эллиптический

Δ > 0

Гиперболический

Δ < 0

Параболический

Δ = 0

Невырожденные Эллипс,

мнимый эллипс

𝑥′2

𝑎2
+

𝑦′2

𝑏2
= ±1

Гипербола

𝑥′2

𝑎2
−

𝑦′2

𝑏2
= 1

Парабола

𝑦′2 = 2𝑝𝑥′

Вырожденные

Мнимые
прямые

𝑥′2

𝑎2
+

𝑦′2

𝑏2
= 0 𝑦′2 = −𝑎2 ∀𝑥′

Совпада-
ющие
прямые

𝑦′2 = 0 ∀𝑥′

Несовпа-
дающие
прямые

𝑥′2

𝑎2
−

𝑦′2

𝑏2
= 0 𝑦′2 = 𝑎2 ∀𝑥′

Заметим также, что все вырожденные линии представляют собой пару
действительных или мнимых прямых.

Таблицы 1 и 2 позволяют классифицировать линии 2-го порядка по их
каноническим уравнениям. Доказательство теоремы 1, а также альтернатив-
ную схему параметрической классификации линий 2-го порядка, заданных
в полярной системе координат, можно найти, например, в [3].

Из таблицы 2 следует, проверяемая непосредственно,
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Теорема 2 Для вырожденности линии второго порядка, описан-
ной в определении 1, необходимо и достаточно, чтобы

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝐴 𝐵 𝐷

𝐵 𝐶 𝐸
𝐷 𝐸 𝐹

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 0 .

Теперь рассмотрим несколько примеров построения параметрических се-
мейств линий 2-го порядка.

1) Если в уравнении (1) за параметр взять коэффициент 𝐹 , то такое
параметрическое семейство будет описывать проекции сечений по-
верхности с уравнением Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 вида

𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥+ 2𝐸𝑦 + 𝑧 = 0 ,

плоскостями 𝑧 = 𝐹 на координатную плоскость 𝑂𝑥𝑦 параллельно
оси аппликат.

2) Параметрическое семейство с параметром 𝜆 вида

(𝐴− 𝜆)𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + (𝐶 − 𝜆)𝑦2 + 2𝐷𝑥+ 2𝐸𝑦 + 𝐹 = 0

состоит из линий 2-го порядка с осями симметрии, параллельны-

ми друг другу. Это очевидно следует из формулы ctg 2𝜙 =
𝐴− 𝐶

2𝐵
,

где 𝜙 — угол поворота, необходимого для перевода исходной пря-
моугольной системы координат в каноническую.

3) Пусть 𝐺𝑘(𝑥, 𝑦) = 0 𝑘 = 1, 𝑛 — уравнения линий 2-го порядка
вида (1), имеющие 𝑚 общих точек. Тогда уравнение

𝐺(𝑥, 𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜆𝑘𝐺𝑘(𝑥, 𝑦) = 0

также описывает линию, проходящую через эти 𝑚 точек, где
𝜆𝑘 𝑘 = 1, 𝑛 не равные нулю одновременно, вещественные пара-
метры.

Разумеется, этот список далеко не исчерпывающий. Обратим лишь вни-
мание, что предметом дальнейшего нашего рассмотрения будет именно слу-
чай 3).

Рассмотрим пример 3) подробнее в контексте задачи поиска уравнения
линии 2-го порядка, проходящей через набор заданных точек плоскости.
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Поскольку в этой задаче уравнение (1) имеет шесть, подлежащих опре-
делению коэффициентов, среди которых по крайней мере один из 𝐴,𝐵 или
𝐶 должен быть ненулевым, то ясно, что при 𝑛 ≤ 5 данная задача может
иметь неединственное решение, а для числа точек больше пяти — оказаться
неразрешимой.

Для получения условий однозначной разрешимости данной задачи вос-
пользуемся известными теоремами из теории систем линейных уравнений.

Нетрудно видеть, что в рассматриваемой задаче коэффициенты уравне-
ния (1) должны удовлетворять следующей системе линейных уравнений

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥2

1 2𝑥1𝑦1 𝑦2
1 2𝑥1 2𝑦1 1

𝑥2
2 2𝑥2𝑦2 𝑦2

2 2𝑥2 2𝑦2 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝑥2
𝑛 2𝑥𝑛𝑦𝑛 𝑦2

𝑛 2𝑥𝑛 2𝑦𝑛 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐸
𝐹

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 0

0
· · ·
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (3)

где {𝑥𝑘; 𝑦𝑘} 𝑘 = 1, 𝑛 — координаты заданных (различных!) точек.

Понятно, что нас будут интересовать только нетривиальные решения
системы (3).

Важно: система (3), неизвестными в которой являются коэффициенты
уравнения (1), всегда имеет нулевое решение (называемое для
краткости тривиальным). Уравнение (1), коэффициенты которо-
го равны нулю, есть уравнение всей координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦,
а не линии 2-го порядка.

Множество всех частных решений однородной системы (3), как извест-
но из курса линейной алгебры, является конечномерным подпространством,
размерность которого равна рангу фундаментальной матрицы этой систе-
мы.

Очевидно, что биекция между множеством уравнений (1) и множеством
6-ти компонентных столбцов вида

‖𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 ‖T .

является изоморфизмом между данными множествами.

Важно : уравнения с пропорциональными коэффициентами очевидно за-
дают одну и ту же линию 2-го порядка.

Рассмотрим следующие вспомогательные леммы. Их доказательства приво-
дится в Приложении 1. Лемму 4 докажите самостоятельно.
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Лемма 1 Через любые пять точек плоскости можно провести
линию 2-го порядка.

Лемма 2 Через любые пять несовпадающих точек плоскости,
четыре из которых лежат на одной прямой, можно
провести бесконечно много линий 2-го порядка.

Лемма 3 Через любые пять несовпадающих точек плоскости,
три из которых принадлежат одной прямой, а любые
четыре не лежат на одной прямой, можно провести
линию 2-го порядка и притом только одну.

Лемма 4 𝑛-е уравнение системы (3) является линейной комби-
нацией первых 𝑛− 1 уравнений тогда и только тогда,
когда любая линия 2-го порядка, проходящая через
точки с координатами {𝑥1, 𝑦1}, {𝑥2, 𝑦2} . . . {𝑥𝑛−1, 𝑦𝑛−1},
проходит через точку с координатами {𝑥𝑛, 𝑦𝑛}.

Указание: утверждение леммы 4 очевидным образом следует из того
факта, что, если система (3) содержит зависимое уравнение,
то при его «вычеркивании», получается система эквивалент-
ная исходной.

Лемма 5 При 1 < 𝑛 < 4 система (3) не имеет линейно зависи-
мых уравнений, если все точки различны.

Лемма 6 При 4 ≤ 𝑛 ≤ 5 система (3) имеет линейно зависимые
уравнения тогда и только тогда, когда хотя бы четы-
ре различные точки лежат на одной прямой.

Теперь можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 3 Через любые пять несовпадающих точек плоскости,
любые четыре из которых не лежат на одной прямой,
можно провести линию 2-го порядка и притом только
одну.
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Доказательство теоремы 3 приводится в Приложении 1.

Дадим также

Определение
2

Совокупность всех линий 2-го порядка, проходящих
через заданный набор 𝑛 точек, любые четыре из ко-
торых не не принадлежат одной прямой, будем назы-
вать 𝑛-точечным пучком.
Для некоторого, определенного каким-то образом
подмножества линий в пучке, будем использовать
термин семейство линий.

Из теоремы 3 следует, что 5-ти точечный пучок состоит всегда только из
одной линии, а 6-ти и более точечный может оказаться пустым.

Для иллюстрации рассмотрим такой пример:

𝐺1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 = 0 ;
𝐺2(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 = 0 ;
𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑦2 = 0, 𝛼2 + 𝛽2 > 0 .

Понятно, что линии 𝐺1(𝑥, 𝑦) = 0 и 𝐺2(𝑥, 𝑦) = 0 принадлежат одноточеч-
ному пучку линий, проходящих через начало координат. При этом порожда-
емое ими параметрическое семейство с этим пучком не совпадает. Действи-
тельно, парабола 𝑥2 + 𝑦 = 0 принадлежит пучку, но в семейство не входит.

Уточним понятие семейства линий 2-го порядка, дав

Определение
3

Пусть задан набор состоящий из 𝑛 линий 2-го поряд-
ка 𝐺𝑘(𝑥, 𝑦) = 0 𝑘 = 1, 𝑛. Множество линий 2-го
порядка, уравнение которых имеет вид

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐺𝑘(𝑥, 𝑦) = 0, (4)

где 𝜆𝑘 ∈ R 𝑘 = 1, 𝑛 , назовем 𝑛-параметрическим
семейством линий 2-го порядка, порождаемым на-
бором 𝐺𝑘(𝑥, 𝑦) = 0 𝑘 = 1, 𝑛.

Получим теперь ответ на вопрос: каким должно быть семейство линий
2-го порядка, чтобы оно совпадало с пучком, в который оно входит?

Рассмотрим систему линейных уравнений (3) при 𝑛 ≤ 4. В случае 𝑛 = 4
потребуем, чтобы данные четыре точки не принадлежали одной прямой.
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Пусть Φ — фундаментальная матрица системы (3). Тогда имеем rgΦ =
6−𝑛, а ее столбцы суть коэффициенты фундаментальных уравнений линий
из пучка.

Эти уравнения линейно независимые в силу определения фундаменталь-
ной матрицы. При этом уравнение любой другой линии из пучка представи-
мо как линейная комбинация фундаментальных уравнений. Следовательно,
система (3) задает пучок целиком.

Таким образом, для того, чтобы параметрическое семейство совпадало с
𝑛-точечным пучком, в который оно входит, необходимо и достаточно, что-
бы это семейство содержало 6 − 𝑛 линий пучка с линейно независимыми
уравнениями.

Так в последнем из рассмотренных примеров для совпадения семейства
с пучком потребуется пять линий с линейно независимыми уравнениями.
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О прохождении линии 2-го порядка через че-
тыре заданные точки плоскости

Для теоремы 3 оказывается справедливым, полезное для приложений,

Следствие
1

Пусть 𝐹𝑘(𝑥, 𝑦) = 0 𝑘 ∈ 1, 3 суть уравнения линий
2-го порядка (где первые два — уравнения несовпа-
дающих линий), проходящих через четыре заданные
точки, не лежащие на одной прямой. Тогда ∃𝜆, 𝜇 ∈ R,
такие, что

𝐹3(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝐹1(𝑥, 𝑦) + 𝜇𝐹2(𝑥, 𝑦) = 0 . (5)

То есть параметрическое семейство (5) всегда будет совпадать с 4-х точеч-
ным пучком. Доказательство следствия 1 приведено в Приложении 1.

Далее (для краткости) под пучком мы будем будем понимать 4-х точеч-
ный пучок.

Тип линии (согласно табл. 1) определяется сигнатурой числа Δ, находи-
мого по формуле (2).
Проанализируем теперь, какие линии входят в пучок (5). Их тип, согласно
формуле (2), описывается знаком выражения

Δ(𝜆, 𝜇) = det

(︂
𝜆

⃦⃦⃦⃦
𝐴1 𝐵1

𝐵1 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
+ 𝜇

⃦⃦⃦⃦
𝐴2 𝐵2

𝐵2 𝐶2

⃦⃦⃦⃦)︂
=

= (𝜆𝐴1 + 𝜇𝐴2)(𝜆𝐶1 + 𝜇𝐶2)− (𝜆𝐵1 + 𝜇𝐵2)
2 =

= 𝜆2(𝐴1𝐶1 −𝐵2
1) + 𝜆𝜇(𝐴1𝐶2 +𝐴2𝐶1 − 2𝐵1𝐵2) + 𝜇2(𝐴2𝐶2 −𝐵2

2)

То есть функция Δ(𝜆, 𝜇) является однородной по {𝜆;𝜇}, второго порядка.
Поэтому пучок (5) может содержать не более двух линий параболического
типа, для которых Δ(𝜆, 𝜇) = 0.

Упражнение
1

Докажите, что, если пучок содержит две параболы, то их
оси всегда не параллельны.
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Введем, полезное для дальнейшего, специальное обозначение. Пусть да-
ны 𝐴𝑘 𝑘 ∈ 1, 4 — различные точки, любые три из которых не лежат на
одной прямой, а 𝐿𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) = 0 есть уравнение прямой, проходящей через
точки 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 4.

Задача
1

Пусть P точка пересечения высот в треугольнике KMN. До-
казать, что гиперболы, проходящие через точки K, M, N и
P, имеют перпендикулярные асимптоты.

Решение. По условию задачи 𝐾𝑀⊥𝑁𝑃 и 𝐾𝑁⊥𝑀𝑃 , тогда во введенных
обозначениях имеем 𝐿𝐾𝑀𝐿𝑁𝑃 = 0 и 𝐿𝐾𝑁𝐿𝑀𝑃 = 0. Каж-
дое из этих равенств есть уравнение 2-го порядка вида (1), у
которого 𝐴+ 𝐶 = 0.

Решение
получено.

В силу следствия 1 из теоремы 3 все линии 2-го порядка, про-
ходящие через точки 𝐾,𝑀,𝑁 и 𝑃 , могут иметь уравнения

𝛼𝐿𝐾𝑀𝐿𝑁𝑃 + 𝛽𝐿𝐾𝑁𝐿𝑀𝑃 = 0 . (6)

Тогда из (6) ∀𝛼, 𝛽 при приведении к форме (1) также полу-
чится 𝐴+ 𝐶 = 0.
Следовательно (проверьте это самостоятельно), все линии это-
го семейства гиперболического типа и с 𝐴+𝐶 = 0, а гиперболы
с 𝐴+ 𝐶 = 0 имеют перпендикулярные асимптоты.

Упражнение
2

Подумайте также над вопросом: возможно ли, чтобы пучок
состоял только из линий 2-го порядка

а) эллиптического типа,
б) гиперболического и параболического типов?

Задача
2

В ортонормированной системе координат заданы точки:
𝐴1 = ‖ 3 1 ‖T, 𝐴2 = ‖ −2 3 ‖T, 𝐴3 = ‖ −1 0 ‖T и
𝐴4 = ‖ 2 −2 ‖T. Требуется построить параметрическое опи-
сание семейства линий 2-го порядка, проходящих через эти
точки.

Решение. Пусть в ортонормированной системе координат заданы точ-
ки: 𝐴1 = ‖ 3 1 ‖T, 𝐴2 = ‖ −2 3 ‖T, 𝐴3 = ‖ −1 0 ‖T и
𝐴4 = ‖ 2 −2 ‖T, для которых линейные функции, указанные
в формулировке теоремы 3, имеют (проверьте это самостоя-
тельно!) вид:
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𝐿12(𝑥, 𝑦) = 2𝑥+ 5𝑦 − 11,
𝐿23(𝑥, 𝑦) = 3𝑥+ 𝑦 + 3,
𝐿34(𝑥, 𝑦) = 2𝑥+ 3𝑦 + 2,
𝐿41(𝑥, 𝑦) = 3𝑥− 𝑦 − 8.

Тогда параметрическое представление семейства линий 2-го
порядка, проходящих через данные точки будет таким:

𝛼(2𝑥+ 5𝑦 − 11)(2𝑥+ 3𝑦 + 2) + 𝛽(3𝑥+ 𝑦 + 3)(3𝑥− 𝑦 − 8) = 0.

На рис.1 приведены графические представления некоторых
членов этого семейства:

— красным цветом показан эллипс, получающийся при
𝛼 = 𝛽 = 1;

— зеленым цветом — гипербола с 𝛼 = 1 и 𝛽 = −3 (зеле-
ными штриховыми линиями показаны ее асимптоты);

— синим цветом — парабола, у которой значения пара-

метров 𝛼 =
131 +

√
17017

8
и 𝛽 = 1;

— серым цветом — пара пересекающихся прямых с 𝛼 =
−1 и 𝛽 = 1.

Рис. 1. Некоторые линии 2-го порядка параметрического семейства
𝛼(2𝑥+ 5𝑦 − 11)(2𝑥+ 3𝑦 + 2) + 𝛽(3𝑥+ 𝑦 + 3)(3𝑥− 𝑦 − 8) = 0..



МФТИ КВМ Умнов Е.А. Параметризация линий 2-го порядка 2024/25 17

Если 𝛽 = 0, то Δ = −4𝛼2, и очевидно, что Δ < 0. При 𝛽 ̸= 0
полученный трехчлен раскладывается на множители

Δ = −4𝛽2

(︃
𝛼

𝛽
− 𝑘1

)︃(︃
𝛼

𝛽
− 𝑘2

)︃
, (7)

где числа 𝑘1 и 𝑘2 суть корни квадратного уравнения 𝑘2 −
131

4
𝑘 +

9

4
= 0, равные соответственно

𝑘1 =
131 +

√
17017

8
≈ 32.681;

𝑘2 =
131−

√
17017

8
≈ 0.069.

В рассматриваемом примере 𝐴 = 4𝛼 + 9𝛽, 𝐵 = 8𝛼 и 𝐶 =
15𝛼− 𝛽, поэтому

Δ = det

⃦⃦⃦⃦
4𝛼+ 9𝛽 8𝛼
8𝛼 15𝛼− 𝛽

⃦⃦⃦⃦
= −4𝛼2 + 131𝛼𝛽 − 9𝛽2.

Из (7) следует, что мы имеем линии 2-го порядка параболи-
ческого типа, для 𝛼 = 𝑘1𝛽 или для 𝛼 = 𝑘2𝛽. Если четырех-
угольник 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 трапеция, то эта линия одна парабола
и пара параллельных прямых или же две таких пары.

Иначе (как это оказывается в нашем примере) это две пара-
болы. В деталях предлагаем разобраться самостоятельно.
Если внутренности круглых скобок в (7) имеют разные зна-
ки, то тип линии — эллиптический, а сама линия будет эл-
липсом. Другие виды эллиптического типа невозможны, по-
скольку данные точки несовпадающие.

Наконец, если внутренности скобок имеют одинаковые зна-
ки, то искомая линия 2-го порядка принадлежит гиперболи-
ческому типу.

Решение
получено.

При этом линия будет гиперболой, за исключением случаев
𝛼𝛽 = 0 или 𝛼 = −𝛽, когда она оказывается парой пересека-
ющихся прямых.
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На рис.2 графически показана зависимость типа и вида линии 2-го по-
рядка от значений параметров 𝛼 и 𝛽 в задаче 2.

Рис. 2. Зависимость типа и вида линии 2-го порядка от значений 𝛼 и 𝛽

Точки на плоскости {0𝛼𝛽} окрашены разными цветами в зависимости от
типа и вида линии 2-го порядка:

— розовым цветом отмечены случаи эллипсов;
— синим цветом — параболические случаи, то есть точки на

{0𝛼𝛽}, которые лежат на прямых: либо 𝛼 = 𝑘1𝛽, либо
𝛼 = 𝑘2𝛽;

— светло-зеленым цветом — случаи гипербол;
— зеленым цветом — случаи пар пересекающихся прямых,

относящиеся к гиперболическому типу, то есть точки
на плоскости 0𝛼𝛽, которые принадлежат одной из трех
прямых 𝛽 = 0, 𝛼 = 0 и 𝛽 = −𝛼.

Задача
3

Две параболы, оси которых перпендикулярны, имеют четы-
ре точки пересечения. Доказать, что эти точки лежат на
одной окружности.
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Решение. Выберем систему координат, в которой оси симметрии пара-
бол лежат на координатных осях, а уравнения парабол имеют
вид:

𝑦2 = 2𝑝(𝑥− 𝑥0) и 𝑥2 = 2𝑞(𝑦 − 𝑦0) , (8)

где 𝑝 > 0, 𝑞 > 0, 𝑥0 < 0 и 𝑦0 < 0 (см. рис.3).

Если воспользоваться следствием 1 и построить линейную
комбинацию из уравнений (8), которая окажется уравнением
окружности, то задача будет решена.

Рис. 3. К решению задачи 3
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Решение
получено.

Если положить в формуле (5) 𝜆 = 𝜇 = 1, то получим

𝜆
(︀
𝑦2 − 2𝑝(𝑥− 𝑥0)

)︀
+ 𝜇

(︀
𝑥2 − 2𝑞(𝑦 − 𝑦0)

)︀
=

= 𝑥2 − 2𝑝(𝑥− 𝑥0) + 𝑦2 − 2𝑞(𝑦 − 𝑦0) = 0 .

Откуда

𝑥2 − 2𝑝𝑥+ 𝑝2 + 𝑦2 − 2𝑞𝑦 + 𝑞2 = −2𝑝𝑥0 + 𝑝2 − 2𝑞𝑦0 + 𝑞2 ,

что является уравнением окружности в ОНСК:

(𝑥− 𝑝)2 + (𝑦 − 𝑞)2 = −2𝑝𝑥0 − 2𝑞𝑦0⏟  ⏞  
>0

+𝑝2 + 𝑞2 = 𝑅2 .

Упражнение
3

Докажите обобщение утверждения, содержащегося в
условии задачи 3:

пусть две линии второго порядка имеют четыре общие
точки. Эти точки лежат на одной окружности тогда и
только тогда, когда оси данных линий перпендикулярны.

Используя данное параметрическое описание семейства линий 2-го по-
рядка, за счет выбора значений параметров 𝛼 и 𝛽 можно получать уравне-
ния линий 2-го порядка с определенными геометрическими свойствами.

Рис. 4. К решению задачи 4
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Рассмотрим другие задачи, демонстрирующие полезность параметриче-
ских семейств линий 2-го порядка.

Задача
4
«Теорема
о бабочке»

Дана окружность, в которой хорды AB и CD пересекают
хорду PQ в точке O — ее середине. Доказать, что хорды AD
и CB пересекают PQ точках равноудаленных от O.

Решение. Линии 2-го порядка: окружность 𝜔 радиусом 𝑅 и две пары пе-
ресекающихся прямых 𝑓 : 𝐿𝐴𝐵𝐿𝐶𝐷 и 𝑔 : 𝐿𝐴𝑇𝐿𝐶𝑇 очевидно
принадлежат одному семейству линий 2-го порядка. Поэтому,
согласно следствию 1, 𝑔 = 𝜔 + 𝜆𝑓 .
Выберем такую декартову систему координат, что ее начало
находится в точке 𝑂 (см. рис.4), а отрезок 𝑃𝑄 лежит на оси
𝑂𝑥. Тогда

𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + (𝑦 + 𝑦0)
2 −𝑅2,

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥+ 𝑝𝑦)(𝑥+ 𝑞𝑦),

где 𝑝 и 𝑞 — некоторые константы.

Поскольку
𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝜔(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦)

верно при любых 𝑦, то будут верными и

𝑔(𝑥, 0) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 𝑥2 + 𝜆(𝑥2 + 𝑦2
0 −𝑅2) = 0.

-

Решение
получено.

Корни последнего уравнения суть абсциссы точек пересечения
хорды 𝑃𝑄 с хордами 𝐴𝐷 и 𝐶𝐵.

Эти корни: ±𝑥*, равны по модулю и имеют различные зна-
ки, откуда и следует справедливость доказываемого утвер-
ждения.

Задача
5

Уравнения диагоналей квадрата суть

𝑥 − 8𝑦 = 38,
8𝑥 + 𝑦 = 44,

а длина его стороны
√
130. Найти уравнения сторон квадра-

та.
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Решение. 1∘. Рассмотрим задачу в ортонормированной системе коорди-
нат, в которой диагонали квадрата оказываются на коор-
динатных осях, а начало координат 0′ есть точка пересе-
чения диагоналей (см. рис.5).

Координаты точки 0′ — нового начала координат — нахо-
дим, решая систему линейных уравнений{︂

𝑥 − 8𝑦 = 38,
8𝑥 + 𝑦 = 44.

Получаем 0′{6;−4}.

Рис. 5. К решению задачи 5
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В качестве новых базисных векторов возьмем нормированные
направляющие векторы диагоналей квадрата. Поскольку для
прямой 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶 = 0 направляющим может служить вектор

‖−𝐵𝐴 ‖T , то за базисные примем векторы
⃦⃦⃦
𝑒⃗

′
1

⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦

8√
65

1√
65

⃦⃦⃦T
и
⃦⃦⃦
𝑒⃗

′
2

⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
− 1√

65

8√
65

⃦⃦⃦T
.

Следовательно, формулы перехода от исходной ортонормиро-
ванной системы координат к новой будут иметь вид:{︃

𝑥 = 8√
65
𝑥′ − 1√

65
𝑦′ + 6,

𝑦 = 1√
65
𝑥′ + 8√

65
𝑦′ − 4.

(9)

2∘. Рассмотрим теперь параметрическое семейство линий 2-го по-
рядка, проходящих через четыре точки — вершины квадрата.
Одной из линий данного семейства является пара пересекаю-
щихся прямых, на которых лежат диагонали квадрата. Она
принадлежит гиперболическому типу.
Другой является окружность радиусом

√
65 с центром в точ-

ке пересечения диагоналей. Это — эллиптический тип.
Наконец, имеются две пары параллельных прямых, на кото-
рых лежат несмежные стороны квадрата. Тут тип параболи-
ческий. Заметим, что целью задачи является отыскание урав-
нений этих параллельных прямых.

3∘. Воспользуемся теперь следствием 1 для построения линейной
комбинации (из известных уравнений этого семейства), явля-
ющейся искомым уравнением прямых, на которых лежат сто-
роны квадрата.
В исходной системе координат уравнение пары пересекающих-
ся прямых, на которых лежат диагонали будет

(𝑥− 8𝑦 − 38)(8𝑥+ 𝑦 − 44) = 0.

Проверьте самостоятельно, что в силу (9) это уравнение в но-
вой системе координат примет вид:

𝑥′𝑦′ = 0 .

Уравнение окружности, проходящей через вершины квадрата,
в новой системе координат очевидно:

𝑥′2 + 𝑦′2 = 65.
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Тогда, по следствию 1, искомое уравнение в новой системе
координат имеет вид:

𝜆(𝑥′2 + 𝑦′2 − 65) + 𝜇𝑥′𝑦′ = 0. (10)

𝜆 = 0 здесь не дает решения, поскольку в этом случае урав-
нение определяет лишь линии гиперболического типа.
Поэтому положим в (10) 𝜆 = 1 и найдем, при каких 𝜇 оно
определяет линии параболического типа. Тогда из уравнения

Δ = det

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1 1

2
𝜇

1
2
𝜇 1

⃦⃦⃦⃦
⃦ = 0 =⇒ 𝜇 = ±2.

Это дает уравнения

(𝑥′ + 𝑦′)2 = 65 и (𝑥′ − 𝑦′)2 = 65 . (11)

А, поскольку вершины квадрата лежат на параллельных пря-
мых, то другие случаи линии параболического типа (парабола
или совпадающие прямые) здесь невозможны.

3∘. Найдем теперь вид этих уравнений в исходной системе коор-
динат.
Поскольку обе системы координат ортонормированные, то
матрицы прямого и обратного переходов для них ортогональ-
ные. Используя этот факт, из (9) получаем{︃

𝑥′ = 8√
65
𝑥 + 1√

65
𝑦 − 44√

65
,

𝑦′ = − 1√
65
𝑥 + 8√

65
𝑦 + 38√

65
.

Решение
получено.

Наконец, подстановка этих выражений в (11) дает искомые
уравнения пар параллельных прямых[︂

9𝑥 − 7𝑦 = 147,
9𝑥 − 7𝑦 = 17

и
[︂

7𝑥 + 9𝑦 = 71,
7𝑥 + 9𝑦 = −59.

Задача
6
«Теорема
Паскаля»

Если несовпадающие точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6 лежат
на линии 2-го порядка 𝜔, то точки пересечения (если такие
существуют) прямых 𝐿12 и 𝐿45, 𝐿23 и 𝐿56, 𝐿34 и 𝐿16 лежат
на одной прямой.
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Решение.

Решение
получено.

Каждый набор четырех точек из шести данных порождает
пучок линий 2-го порядка, которому принадлежит линия 𝜔.
Выберем среди них два пучка, содержащие точки
𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 и 𝐴6, 𝐴1, 𝐴4, 𝐴5 соответственно.
Уравнения линии 𝜔 в этих пучках будут

𝜔 : 𝛼1𝐿12𝐿34 + 𝛽1𝐿14𝐿23 = 0 ,
𝜔 : 𝛼2𝐿16𝐿45 + 𝛽2𝐿14𝐿56 = 0 .

Вычитая эти уравнения почленно, получаем, что

𝛼2𝐿16𝐿45 − 𝛼1𝐿12𝐿34 + 𝐿14

(︀
𝛽2𝐿56 − 𝛽1𝐿23

)︀
≡ 0 .

Если в последнее равенство подставить координаты точки

𝐴* :

{︂
𝐿16 = 0 ,
𝐿34 = 0 ,

то мы получим, что точка 𝐴* принадле-

жит прямой с уравнением Ω : 𝛽2𝐿56 − 𝛽1𝐿23 = 0 . Это вер-
но, поскольку точка 𝐴* не принадлежит прямой с уравнением
𝐿14 = 0, что было бы возможно только при совпадении точек
𝐴1 и 𝐴4.

Рассуждая аналогично, мы получим, что точка 𝐴** :{︂
𝐿12 = 0 ,
𝐿45 = 0 ,

также принадлежит прямой Ω.

Наконец, отметим, что точка 𝐴+ :

{︂
𝐿23 = 0 ,
𝐿56 = 0 ,

принадлежит

прямой Ω по определению функции 𝐿𝑖𝑗(𝑥, 𝑦). Значит, на этой
прямой лежат три точки: 𝐴*, 𝐴** и 𝐴+.

Прямая Ω называется прямой Паскаля.

Заметим также, что в условии не оговаривается, имеет ли замкнутая ли-
ния 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6 точки самопересечения или нет. При этом раз-
ный порядок нумерации точек дает, вообще говоря, разные прямые Паскаля.

Параметрические семейства линий второго порядка могут оказаться по-
лезными для решения не только геометрических задач.

Примером такого случая может служить задача выбора замены неиз-
вестной, приводящей к понижению порядка решаемого уравнения.

Пусть требуется решить уравнение 4-го порядка

𝑥4 + 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥+ 𝑑 = 0 , (12)

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R.
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К настоящему времени известен ряд методов решения уравнения (12).
Это, например, метод Феррари, который как и другие методы, основывается
на решении резольвенты — вспомогательного уравнения 3-й степени.

Рассмотрим метод построения резольвенты при помощи параметриче-
ского семейства линий второго порядка.

Нетрудно проверить, что уравнение (12) и система уравнений{︂
𝑦 − 𝑥2 = 0,

𝑦2 + 𝑎𝑥𝑦 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑥+ 𝑑 = 0
(13)

равносильны.
Пусть уравнения системы (13) суть уравнения линий 2-го порядка, левые

части которых обозначим как 𝑓 и 𝑔 соответственно.
Решить систему (13), и, следовательно, уравнение (12), означает: найти

координаты точек пересечения линий 𝑓 = 0 и 𝑔 = 0. Заметим, что в (13)
вторую линию 𝑔 = 0 можно заменить линией 𝜆𝑓+𝑔 = 0, где 𝜆 есть некоторый
вещественный параметр. При этом решения (13) останутся теми же, что и
раньше.

Однако, если в (13) вторая линия вырожденная, то решение системы (13)
сводится к поиску лишь корней некоторых квадратных уравнений. Условие
вырожденности линии 𝜆𝑓 + 𝑔 = 0

𝜆
(︁
𝑦 − 𝑥2

)︁
+ 𝑦2 + 𝑎𝑥𝑦 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑥+ 𝑑 = 0

или
−𝜆𝑥2 + 𝑎𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑐𝑥+ (𝑏+ 𝜆)𝑦 + 𝑑 = 0 ,

в силу теоремы 2 имеет вид равенства

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ −2𝜆 𝑎 𝑐

𝑎 2 𝑏+ 𝜆

𝑐 𝑏+ 𝜆 −2𝑑

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = 0 ,

которое есть кубичное уравнение относительно параметра 𝜆.
Полученное уравнение имеет вид

𝜆3 + 2𝑏𝜆2 + (𝑎𝑐+ 𝑏+ 4𝑑)𝜆+ 𝑑𝑎2 + 𝑎𝑏𝑐− 𝑐2 = 0 (14)

является искомой резольвентой.
Действительно, пусть 𝜆 есть корень (14). В этом случае 𝜆𝑓 + 𝑔 = 0 есть

уравнение вырожденной линии второго порядка, левая часть которого рас-
кладывается на два линейных множителя. Тогда, использование равенства
𝑦 = 𝑥2 позволяет найти корни (12), решив лишь два квадратных уравнения.
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Приложение 1.
Доказательства лемм и теорем

Лемма
1

Через любые пять точек плоскости можно провести
линию 2-го порядка.

Доказательство.

Линиям 2-го порядка, проходящим через данный набор точек,
соответствуют нетривиальные решения системы (3).
Система (3) однородная. Число ее уравнений меньше числа неиз-
вестных. Поэтому такие системы (3) имеют нетривиальные ре-
шения. Откуда следует существование линии 2-го порядка, про-
ходящей через данные точки.

Лемма доказана.

Лемма
2

Через любые пять несовпадающих точек плоскости,
четыре из которых лежат на одной прямой, можно
провести бесконечно много линий 2-го порядка.

Доказательство.

Пусть четыре точки из пяти лежат на прямой 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 =
0, где числа 𝑎, 𝑏 и 𝑐 определены однозначно. И пусть прямая
𝑎′𝑥+ 𝑏′𝑦 + 𝑐′ = 0 проходит через пятую точку, для которой име-
ется бесконечно много вариантов значений чисел 𝑎′, 𝑏′ и 𝑐′. Тогда
любая линия 2-го порядка вида

(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 + 𝑐)(𝑎′𝑥+ 𝑏′𝑦 + 𝑐′) = 0

проходит через все пять заданных точек.

Лемма доказана.

Лемма 3 Через любые пять несовпадающих точек плоскости,
три из которых принадлежат одной прямой, а любые
четыре не лежат на одной прямой, можно провести
линию 2-го порядка и притом только одну.
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Доказательство.

Поскольку невырожденная линия 2-го порядка может иметь не
более двух точек пересечения с любой прямой, то рассматривае-
мая линия 2-го порядка вырожденная.
Вырожденная линия в рассматриваемом случае является объеди-
нением двух прямых (быть может, параллельных), одна из кото-
рых проходит через три, лежащие на одной прямой, три точки.
А вторая проходит через две оставшиеся.
Откуда следует единственность такой линии 2-го порядка.

Лемма доказана.

Лемма 5 При 1 < 𝑛 < 4 система (3) не имеет линейно зависи-
мых уравнений, если все точки различны.

Доказательство.

Для двух различных точек плоскости очевидно всегда существу-
ет линия 2-го порядка, проходящая через первую из них и не
проходящую через вторую. В силу леммы 4 в этом случае урав-
нения системы (3) линейно независимые.
Справедливость этого утверждения для случая трех точек, не
лежащих на одной прямой, доказывается аналогичными рассуж-
дениями.
Из леммы 3 следует единственность линии 2-го порядка, прохо-
дящей через три точки некоторой прямой и две различные точки
на этой прямой не лежащих.
Тогда в силу леммы 4, уравнения системы (3), соответствующие
первым трем точкам, линейно независимы.

Лемма доказана.

Лемма 6 При 4 ≤ 𝑛 ≤ 5 система (3) имеет линейно зависимые
уравнения тогда и только тогда, когда хотя бы четы-
ре различные точки лежат на одной прямой.

Доказательство.

Достаточность непосредственно следует из лемм 2 и 4.
Докажем необходимость.
Пусть 𝑛 = 5 и пусть никакие три из них не лежат на одной пря-
мой. Тогда четыре из них будут являться вершинами (быть мо-
жет, невыпуклого, см. задачу 1) четырехугольника.
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Пары прямых, на которых лежат несмежные стороны этого че-
тырехугольника, будут линиями 2-го порядка гиперболического
или же параболического типов. Каждая из этих пар проходит че-
рез данные четыре точки. Других общих точек для них нет, что
противоречит лемме 4.
Случай, когда три точки из пяти лежат на одной прямой, а ни-
какие четыре — нет, противоречит лемме 4 в силу леммы 3. В
итоге остается только случай, когда четыре точки лежат на од-
ной прямой.

Лемма доказана.

Теорема
3

Через любые пять несовпадающих точек плоскости,
любые четыре из которых не лежат на одной прямой,
можно провести линию 2-го порядка и притом только
одну.

Доказательство.

Существование такой линии доказывается в лемме 1. Ее един-
ственнось следует из лемм 4 и 6.

Теорема доказана.

Следствие
1

Пусть 𝐹𝑘(𝑥, 𝑦) = 0 𝑘 ∈ 1, 3 суть уравнения линий
2-го порядка (где первые два — уравнения несовпа-
дающих линий), проходящих через четыре заданные
точки, не лежащие на одной прямой. Тогда ∃𝜆, 𝜇 ∈ R,
такие, что

𝐹3(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝐹1(𝑥, 𝑦) + 𝜇𝐹2(𝑥, 𝑦) = 0 . (5)

Доказательство.

Если 𝐹3 совпадает с 𝐹1 или с 𝐹2, то утверждение следствия 1
очевидно.

В противном случае возьмем точку с координатами {𝑥5, 𝑦5}, при-
надлежащую 𝐹3 и не принадлежащую как 𝐹1 так и 𝐹2. Получен-
ная совокупность пяти точек удовлетворяет теореме 3 (проверьте
это самостоятельно). Значит, через них проходит единственная
линия 2-го порядка.

Так как точка {𝑥5, 𝑦5} не принадлежит ни 𝐹1 ни 𝐹2, то как
𝐹1(𝑥5, 𝑦5) ̸= 0, так и 𝐹2(𝑥5, 𝑦5) ̸= 0. Значит, из условия (5), при
подстановке в него координат {𝑥5, 𝑦5}, можно найти числа 𝜆 и 𝜇,
определяющие вид уравнения (5).

Следствие доказано.
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Приложение 2.
Решение упражнений

Упражнение
1

Докажите, что, если пучок содержит две параболы, то
их оси всегда не параллельны.

Решение.

Решение
получено.

Разные параболы из одного пучка должны иметь четыре
общие точки. Для парабол с параллельными осями это оче-
видно не верно.
Заметим, что аналогичное рассуждение применимо в слу-
чае, когда рассматриваются парабола и пара параллельных
прямых, или же две пары параллельных прямых.

Упражнение
2

Подумайте также над вопросом: возможно ли, чтобы пу-
чок состоял только из линий 2-го порядка

а) эллиптического типа,
б) гиперболического и параболического типов?

Решение. а) Ответ на этот вопрос отрицательный. Действительно,
через любые четыре точки можно провести пару пересе-
кающихся прямых. Поэтому любой пучок содержит линии
гиперболического типа.
Более того, если пучок содержит эллипс, то в силу непре-
рывности функции Δ(𝜆, 𝜇) он будет содержать (как проме-
жуточный случай эллиптического и гиперболического ти-
пов) две линии параболического типа.

б) Здесь придется рассмотреть два случая.
1. Если среди четырех определяющих пучок точек, три

лежат на одной прямой, то ответ положительный.
Действительно, линии такого пучка состоят только из
вещественных прямых. Поэтому эллиптический тип тут
отсутствует.
С другой стороны, через любые четыре такие точки
можно провести пару параллельных и пару пересека-
ющихся прямых (линии как параболического, так и ги-
перболического типов).
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Решение
получено.

2. Если среди четырех определяющих пучок точек, ни-
какие три не лежат на одной прямой, то их можно рас-
сматривать как вершины четырехугольника.
Но известно, что любой четырехугольник, вершины ко-
торого лежат на границе выпуклого множества, также
выпуклый. Внутренности параболы и пары параллель-
ных прямых — выпуклые множества. Поэтому четырех-
угольник, образованный общими точками пучка, также
выпуклый.
Известно также, что вокруг любого выпуклого четы-
рехугольника можно описать эллипс.
Действительно, аффинным преобразованием всегда
можно добиться того, что сумма противоположных
внутренних углов в четырехугольнике была равна 𝜋.
А это является необходимым и достаточным условием
вписываемости четырехугольника в окружность. В си-
лу чего ответ отрицательный.

Таким образом видно, что для любого пучка линий 2-го порядка, про-
ходящих через четыре различные заданные точки (не лежащих на одной
прямой одновременно), возможны лишь три случая:

1) если точки образуют выпуклый четырехугольник, то пучок состоит
из пары линий параболического типа и бесконечных множеств, как
эллиптического, так и гиперболического типов.

2) в случае невыпуклого четырехугольника пучок состоит только из
линий гиперболического типа.

3) наконец, если точки четырехугольника не образуют, то пучок состоит
только из вырожденных линий, одна из которых параболического, а
остальные гиперболического типов.

Упражнение
3

Докажите следующее обобщение утверждения, содержа-
щегося в условии задачи 3:

пусть две линии второго порядка имеют четыре общие
точки. Эти точки лежат на одной окружности тогда и
только тогда, когда оси данных линий перпендикулярны.



МФТИ КВМ Умнов Е.А. Параметризация линий 2-го порядка 2024/25 32

Решение. Достаточность. Пусть пучок образован двумя линиями 2-
го порядка со взаимно перпендикулярными осями и имеет
уравнение 𝑓 = 𝜆𝑓1+𝜇𝑓2. Перейдем в прямоугольную систе-
му координат, оси которой параллельны осям линий 𝑓1 = 0
и 𝑓2 = 0 . Очевидно, что для них коэффициенты 𝐵 в (1)
равны нулю. Тогда и для любой линии в этом пучке 𝐵 = 0.
Теперь подберем 𝜆 и 𝜇 так, чтобы в уравнении линии 𝑓 = 0
было 𝐴 = 𝐶. Это дает

𝜆𝐴1+𝜇𝐴2 = 𝜆𝐶1+𝜇𝐶2 ⇔ 𝜆(𝐴1−𝐶1)+𝜇(𝐴2−𝐶2) = 0. (16)

При 𝜇 = 0 и 𝜆 ̸= 0 линия 𝑓1 = 0 будет окружностью.
Аналогично, при 𝜇 ̸= 0 и 𝜆 = 0 окружностью окажется
линия 𝑓2 = 0. В силу 𝐵 = 0 и (16) достаточность доказана.

Решение
получено.

Необходимость. Данный пучок содержит окружность 𝜔. То
есть ∃ 𝜆 и ∃𝜇 такие, что 𝜔 = 𝜆𝑓1 + 𝜇𝑓2 = 0.
Без ограничения общности можно считать, что 𝑓1 = 0 не
парабола и не окружность. (Покажите самостоятельно, что
такая линия в пучке всегда найдется).
Выберем прямоугольную систему координат, в которой оси
перпендикулярны осям линии 𝑓1 = 0. Тогда 𝐵1 = 0, а в
силу 𝐵𝜔 = 0 будет и 𝐵2 = 0. Таким образом, оси линий
𝑓1 = 0 и 𝑓2 = 0 перпендикулярны.
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