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ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
И ЕЕ СВОЙСТВА 
 
 

Задачей математического программирования принято называть задачу: 
 

максимизировать )(xF     по nEx  

при условиях: mixfi ,10)(   

 
или, в координатной форме, 

 

найти максимум ),,,( 21 nF       по  },,,{ 21 n  , 

при условиях: 
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Здесь следует заметить, что задача математического программирования мо-
жет быть сформулирована в равносильных альтернативных формах. 

 
Например, условие максимизировать )(xF  может быть заменено на условие 

минимизировать   )(xF , поскольку  

  )(maxarg)(minarg xFxF
xx

 . 

 
Неравенство вида 0)( xf  можно заменить при желании на условие 

0)(  xf . 

 
В случае, если условие задачи математического программирования содержит 

ограничение 0)( xf , то его можно заменить парой неравенств вида 
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Аналогично система из m  равенств 
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заменяется равносильной (проверьте это самостоятельно) системой из 1m  
неравенства 
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ПОСТАНОВКА  
ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 
 

Если функции )(xF  и mixfi ,1)(   линейные, то задачу математического 

программирования называют задачей линейного программирования (ЛП). 
 
В дальнейшем мы будем использовать следующую конкретную форму поста-

новки задач линейного программирования. 
 

Найти максимум   


n

j
jj

1

    по   n
n E},,,{ 21   , 

при условиях:    ],,1[,0 njj                             

(1.1) 
 

    ].,1[,0
1

mi
n

j
jiji  



  

 

Множество векторов nEx , удовлетворяющих всем ограничениям задачи (1.1), 
будем обозначать  . 
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Определение 
1.1. 

 
Принято говорить, что 

-  вектор nEx 0  допустимый, если на нем выполнены 

все ограничения задачи ЛП, то есть, 0x ; 
 

-  ограничение типа "неравенство" задачи ЛП на векторе 
nEx 0  называется активным, если на этом 0x  дан-

ное ограничение нарушено, или выполняется как ра-
венство; 

 

-  если задача ЛП имеет хотя бы один допустимый век-
тор, то задача ЛП называется совместной. Иначе гово-
рят, что задача ЛП несовместна. 

 
 

 -  ограниченный векор x  называется решением, если он 
удовлетворяет всем ограничениям, а целевая функция 
имеет на нем экстремальное значение. Сама задача ЛП 
в этом случае называется совместной. 

 
 -  ограниченное решение x  задачи ЛП называется пе-

реопределенным, если число ограничений, активных на 

векторе x , больше, чем размерность пространства 
nE . 
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 Рис. 1a 
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Для выбранного граничного вектора 
_

x  (рис. 1.1a) активными являются 
ограничения с индексами 2 и 3. Остальные ограничения на этом векторе 
неактивны. Множество допустимых векторов   отмечено серым цветом, а 

конус допустимых направлений )(xK  заштрихован. 

 
Условие оптимальности вектора x  геометрически означает, что любая 

допустимая вариация x  в этой точке является в 2E  вектором, образующим не 

тупой угол со всеми нормальными, ориентированными внутрь   векторами, 

для всех активных на 
_

x  ограничениях. 
 
Вариация x  называется улучшающей для вектора x , если 

 
)()( xFxxF   . 
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Как решаются задачи линейного программирования 
 
 
Один из возможных методов решения задач ЛП продемонстрируем на сле-

дующем примере: 
 

Найти максимум 21 32      на   2
21 },{ E , 

при условиях: 
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Приведем условие этой задачи к виду, содержащему ограничения типа равен-

ство, включением в условие дополнительных неотрицательных переменных 3  

и 4 : 

 

Найти максимум 21 32      на   4
4321 },,,{ E , 

при условиях: 
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В силу двух последних равенств имеем 
 

43431 3

2

3

1
2),(          и       43432 3

1

3

2
2),(   . 

 
Это, в свою очередь, приводит к выражению для целевой функции 

 

4321 3

1

3

4
1032   . 

 

Откуда в силу неотрицательности 3  и 4  получаем, что максимальное зна-

чение целевой функции равно 10. Значения переменных 3  и 4  при этом равны 

нулю. Следовательно, оптимум достигается на векторе 
T

22x .  

 
Геометрическая интерпретация решения показана на рис. 1b. 
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  Рис. 1b       Рис. 2 
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На практике процедура решения часто оказываться несколько более сложной. 
Пусть, например, требуется: 

 

найти максимум  21 32      на   2
21 },{ E , 

при условиях:    
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Приведем условие этой задачи к виду с условиями типа равенство, включени-

ем в условие двух дополнительных неотрицательных компонент 3  и 4 : 

 

Найти максимум  21 32      на   4
4321 },,,{ E , 

при условиях:       ],4,1[,0  ji  
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Тогда мы имеем 
 

 43431 3

2

3

1
2),(          и       .

3

1

3

2
2),( 43432    

 
Это приводит к выражению для целевой функции: 
 

4321 3

7

3

8
232   . 

 

Из этой формулы следует, что, в силу неотрицательности 4 , оптимальное 

значение 4  следует выбрать нулевым, а вот значение 3  нужно постараться 

сделать как можно большим. 
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Из равенств 
 

43431 3

2

3

1
2),(          и       43432 3

1

3

2
2),(    

 

вытекает, что с ростом 3  значение 1  неограниченно возрастает, а значение 2  

убывает, но последнее не может стать отрицательным числом.  
 

Откуда (учитывая, что 04  ) мы приходим к следующему условию, опреде-

ляющему максимально допустимую величину 3  

0
3

2
2),( 3432   . 

Откуда 33  . И окончательно мы приходим к заключению, что координаты 

оптимального вектора в 4E  имеют вид 
 

.0;3;0;3 4321     
 

Следовательно, максимальное значение целевой функции равно 6. Геометриче-
ское представление оптимального решения для этой задачи показано на рис. 2. 
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Случай переопределенного решения 
задачи линейного программирования. 

 
 

Решение задачи ЛП, как точка в nE  может однозначно определяться n ли-
нейно независимыми ограничениями типа равенство. Но в общем случае  огра-
ничений, активных в точке решения, может быть и больше. 

 
Рассмотрим задачу: 
 

найти максимум  21 32      на   2
21 },{ E , 

при условиях:   
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Опять же приведем условие этой задачи к  виду с ограничениями типа равен-

ство, включением в условие двух дополнительных неотрицательных компонент 

3  и 4 : 

  

Найти максимум  21 32     на   4
4321 },,,{ E , 

при условиях:     

     ],4,1[,0  ji  

  
.62
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421
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




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Тогда мы имеем 
 

 43431 3

2

3

1
3),(          и       .

3

1

3

2
),( 43432    

 
Это приводит к следующему выражению для целевой функции 
 

4321 3

7

3

8
632   . 

Из этой формулы, следует, что, в силу неотрицательности 4 , оптимальное зна-

чение 4  следует выбрать нулевым, а значение 3  нужно постараться сделать 

как можно большим. 
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Из равенств 
 

43431 3

2

3

1
3),(           и       43432 3

1

3

2
),(    

 

вытекает, что с ростом 3  значение 1  неограниченно возрастает, а значение 2  

убывает, но не может стать отрицательным числом. Поэтому (учитывая, что 

04  ) мы приходим к следующему условию, определяющему максимально 

допустимую величину 3  

0
3

2
),( 3432   . 

 

Откуда 000 33   . И окончательно мы приходим к заключению, 

что координаты оптимального вектора в 4E  для задачи и канонической форме 
имеют вид 
 

.0;0;0;3 4321     
 

Следовательно, максимальное значение целевой функции равно 6. Но при 
этом число активных в точке решения ограничений равно 23  n . Это  пере-
определенное решение (см. рис. 4). 
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  Рис. 3        Рис. 4 
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Случай неединственного решения 
задачи линейного программирования. 

 
 

Решение задачи ЛП, как точка в nE  может однозначно определяться n ли-
нейно независимыми ограничениями типа равенство. Но в некоторых случаях е 
таких ограничений может быть и меньше, чем n. 

 
Рассмотрим задачу: 
 

найти максимум  21 2     на   2
21 },{ E , 

при условиях:  

  

.62

,62

],2,1[,0

21

21








 ji

 

 
Снова приведем условие этой задачи к виду без ограничений типа неравенст-

во, включением в условие двух дополнительных неотрицательных компонент 3  

и 4 : 

 

Найти максимум  21 2     на   4
4321 },,,{ E , 

при условиях:  

               ],4,1[,0  ji  

  
.62

,62

421

321






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Тогда мы имеем 
 

 43431 3

2

3

1
2),(          и       .

3

1

3

2
2),( 43432    

 
Это приводит к выражению для целевой функции 
 

4321 062  F . 

 

Из этой формулы, следует, что, в силу неотрицательности 3 , оптимальное зна-

чение 3  следует выбрать нулевым, а величина 4  на значение целевой функции 

влиять не будет. 
 

Допустимые значения 4  очевидно существуют. Например 0. Но любое ли 

неотрицательное значение может быть у 4  в этой задаче? 
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Попробуем найти ответ на этот вопрос. 
 

Из равенств 
 

43431 3

2

3

1
2),(          и        43432 3

1

3

2
2),(    

 

следует, что с ростом 3  значение 1  неограниченно возрастает, а значение 2  

убывает, но не может стать отрицательным числом. Поэтому (учитывая, что 

03  ) мы приходим к условию, определяющему максимально допустимую 

величину 4  

0
3

2
2),( 4431   . 

Откуда 30 4   .  

 
Используем параметрическую форму записи ответа. Для этого положим  

30,4  tt . Тогда получаем, что    












t

t

3

1
2

,
3

2
2

2

1




. 

 

И окончательно мы находим, что координаты оптимального вектора в 4E  для  
данной задачи имеют вид (см. рис. 3) 
 

.;0;
3

1
2;

3

2
2 4321 ttt     

 

при любом 30  t . Наконец, максимальное значение целевой функции при 
этом равно . 

].3,0[6
3

1
22

3

2
2 






 






  tttF  
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Прямая и двойственная задачи линейного программирования 

 
 
Рассмотрим следующую пару задач ЛП: 
 

    прямую задачу: 
 

найти максимум  


n

j
jj

1

    на   n
n E},,,{ 21   , 

при условиях: 

   
],1[,

],,1[0

1

mi

nj

i

n

j
jij

j











 

 

 
и      двойственную задачу: 
 

найти минимум  


m

i
ii

1

    на   m
m E},,,{ 21   , 

при условиях:        

 
].,1[,

],,1[0

1

nj

mi

j

m

i
iij

i











 



Параметрические методы в исследовании операций 
Умнов А.Е., Умнов Е.А. Тема02. 2025/26 уч. год 

21 

 
 
 
Основные правила, связывающие условия прямой и двойственной задач тако-

вы: 

 
 

 
Если в условии прямой задачи 

 
то в условии двойственной задачи 

Найти максимум Найти минимум 

Найти минимум Найти максимум 

Число переменных Число ограничений 

Число ограничений Число переменных 

j -й коэффициент 

целевой функции 

правая часть 

j -го неравенства 

правая часть 

i -го неравенства 
i -й коэффициент 

целевой функции 

j -й столбец 

в матрице ограничений 

j -я строка 

в матрице ограничений 

i -я строка 

в матрице ограничений 
i -й столбец 

в матрице ограничений 

 
Заметим, что в силу этих правил задача двойственная к двойственной является 
прямой задачей. 
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Теоремы двойственности в линейном программировании 
 
 

Для каждой пары взаимодвойственных задач верна 
 
 

 

Теорема 
1.1 

Если 
T

21
  nx    –  решение прямой задачи, 

а 
T

21
  m   –  решение двойственной за-

дачи, то справедливы равенства: 
 
 

1º.  основное соотношение двойственности 

 

;
11







 
m

i
ii

n

j
jj   

 
 

2º.  соотношения дополняющей нежесткости 
 

].,1[;0)(

],,1[;0)(

1

1

nj

mi

m

i
ijijj

n

j
jjiii




















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Следствие:      метод "малых вариаций". 
 

Пусть ,
11

* 






 
m

i
ii

n

j
jjF   

 

тогда .*
*

i
i

F 






 

 

Или, приближенно, 
i

i

F








*

* . 
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Свойства пары взаимодвойственных задач ЛП 

 
 

Основное соотношение двойственности и условия дополняющей нежестко-
сти являются базовыми свойствами взаимодвойственной пары задач.  Кроме то-
го, справедливы следующие утверждения. 

 
  

 

Теорема 
1.2. 

Если x  и   допустимые векторы пары 
взаимодвойственных задач такие, что 

,
11







 
m

i
ii

n

j
jj   

то x  и   – решения этих задач. 
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Для пары взаимодвойственных задач имеет место следующая (подтверждае-

мая примерами) альтернатива: 
 
 
а) обе задачи имеют решение: прямая (см. рис.5) 
 

Найти максимум    21 32  F    по   2
21 },{ E , 

при условиях: 

       

62

,62

],2,1[,0

21

21








 ji

 

 

с решением 10,2,2 21   F     

 
и 

 
двойственная (см. рис.6) 
 

Найти минимум    21 66  G    по   2
21 },{ E , 

при условиях: 

      

32

,22

],2,1[,0

21

21








 ji

 

 

с решением .10,
3

1
,

3

4
21   G  
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  Рис. 5        Рис.6 
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б) обе задачи несовместны: 
 

найти максимум    21 3 F    по   2
21 },{ E , 

при условиях: 

 

.4

,3

],2,1[,0

21

21









 ji

 

 
и 
 

найти минимум      21 43  G    по   2
21 },{ E , 

 

при условиях: 

.3

,1

],2,1[,0

21

21









 ji
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в) одна задача совместна, а другая – нет: 
 

найти максимум   1F    по   2
21 },{ E , 

при условиях: 

      
,1

],2,1[,0

21 



 ji

 

но с неограниченой целевой функцией на множестве допустимых состояний  
 
и 
 

найти минимум    1G    по   1
1}{ E , 

 

при условиях: 

,0

,1

,0

1

1

1









 

которая несовместна. 
 
Обратите внимание, что согласно определению 4.1.1 первая из задач в пунк-
те в) решений не имеет. 
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Единственность и переопределенность  
решений взаимодвойственных задач ЛП 

 
 
Рассмотренные выше утверждения справедливы как случаев единственного, 

так и неединственного решения задачи ЛП.  
 
Следующая теорема позволяет делать заключение о числе этих решений. 
 

Теорема 
1.3. 

Если одна из взаимодвойственных задач имеет единст-
венное, переопределенное решение, то другая задача имеет 
неединственное решение. 

 
Отметим также, что возможен случай, когда обе задачи взаимодвойственной 

пары имеют неединственное решение. Проиллюстрируем два последних утвер-
ждения примерами. 
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а)  прямая задача переопределена, а двойственная имеет неединственное 

решение: 

найти максимум            21 32  F    по   2
21 },{ E , 

при условиях:  

32

,62

],2,1[,0

21

21








 ji

 

с решением 9,3,0 21   F   

В этом случае на векторе x  активными являются ограничения (см. рис. 7) 

.32,62,0 21211    

а, поскольку их число 3>dim( 2E )=2, то это решение переопределенное, 
 
и 
 
двойственная задача с неединственным решением 
 

найти минимум 21 36  G    по   2
21 },{ E , 

при условиях: 

32

,22

],2,1[,0

21

21








 ji

 

с решением (см. рис. 8) 

.9;23;]
3

4
,0[; 21   Gttt   
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   Рис. 7       Рис. 8 
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б)  обе задачи взаимодвойственной пары имеют неединственное решение: 
 

найти максимум  21 2 F    по   2
21 },{ E , 

при условиях: 

     

,663

,442

],2,1[,0

21

21








 ji

 

 

с решением .2;
2

1
1;]2,0[; 21   Fttt   

 
и двойственная задача 
 

найти минимум  21 64  G    по   2
21 },{ E , 

при условиях: 

   

,264

,132

],2,1[,0

21

21








 ji

 

с решением .2;
3

2

3

1
;]

2

1
,0[; 21   Gttt   
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Приложение 2.1.  

 

Формулы, верные только для ортонормированного базиса  в nE : 
 

 
Символическая запись 

 
Ее координатная форма 

Элемент (вектор) в nE  

nEx      nEy  

n
ne

Exxxx  T

21   

n
ne

Eyyyy  T

21   

Скалярное произведение в nE  

),( yx  

nn

n

k
kk

ee

yxyxyxyx

yx








2211
1

T

 

Норма (длина) элемента 
nEx  

),( xxx   

22
2

2
1

1

2

n

n

k
k

xxx

xx



 




 

Расстояние между  

элементами 
nEyx ,  

),( yxyxyx   

 

   22
1`1

1

2

nn

n

k
kk

yxyx

yxyx



 



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Символическая запись 

 
Ее координатная форма 

 

Градиент функции  )(xF  в nE  

Fgrad  или F  

Градиент функции  )( 21 nxxxF   

n

n
e

E
x

F

x

F

x

F
F 











T

21

grad   

Производная функции  )(xF  в nE  

по  направлению w  с 1w  

w

F




 или ),( wF  n
n

k

n

k k

w
x

F
w

x

F
w

x

F

w
x

F

w

F




















 



2
2

1
1

1
 

 

Первый дифференциал функции 

 )(xF  в nE  

dF  или ),( dxF  n
n

k

n

k k

dx
x

F
dx

x

F
dx

x

F

dx
x

F
dF





















2
2

1
1

1
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Символическая запись 

 
Ее координатная форма 

 

Формула Тейлора первого порядка 

функции )(xF  в точке nEx 0 , 

где dxxx  0   

 

)(),()(

)(

0 dxodxFxF

xF




 

 

Пусть   nkdxxx kkk ,10  ,  

тогда   nkxxdx kkk ,10  . 

 

 























n

k
kk

n

k k

dxodx
x

F
xF

xF

1

2

1
0)(

)(

 

 

или 

 

 22
2

2
1

2
2

1
1

0 )()(

n

n
n

dxdxdxo

dx
x

F
dx

x

F
dx

x

F

xFxF





















  

 

 
 


