
Показательная функция матрицы
Рассмотрим квадратные матрицы порядка 𝑛. Для них определены

операции сравнения, сложения и умножения числа на матрицу. Если
использовать умножение и обращение матриц, то можно определить и
операцию возведения матрицы в степень с любым целым показателем.

Определение
3.4.1

Степенью 𝑘, где 𝑘 ≥ 2 натуральное число, квад-
ратной матрицы ‖𝐴‖ порядка 𝑛 называется квад-
ратная матрица ‖𝐴‖𝑘 того же порядка, равная

‖𝐴‖𝑘 = ‖𝐴‖ · ‖𝐴‖ · . . . · ‖𝐴‖⏟  ⏞  
𝑘

.

Кроме того, будем считать, что ‖𝐴‖0 = ‖𝐸‖ и
‖𝐴‖1 = ‖𝐴‖. Наконец, при det ‖𝐴‖ ≠ 0 определим
‖𝐴‖−1 так, чтобы ‖𝐴‖−1‖𝐴‖ = ‖𝐸‖, и при 𝑘 ≥ 2 :

‖𝐴‖−𝑘 = ‖𝐴‖−1 · ‖𝐴‖−1 · . . . · ‖𝐴‖−1⏟  ⏞  
𝑘

Заметим, что из этого определения следует выполнение при любых
целых 𝑘 и 𝑚 равенства ‖𝐴‖𝑘+𝑚 = ‖𝐴‖𝑘‖𝐴‖𝑚.

1



Далее для матриц определим выполняемые поэлементно операции
предельного перехода, дифференцирования и интегрирования.

Определение
3.4.2

Пусть элементы матрицы ‖𝐴(𝑡)‖ непрерывно
дифференцируемые функции 𝛼𝑖𝑗(𝑡) ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛]
и ∀𝑡 ∈ 𝑇. Тогда элементами матрицы

– lim
𝑡→𝑡0

‖𝐴(𝑡)‖ будут числа lim
𝑡→𝑡0

𝛼𝑖𝑗(𝑡);

–
𝑑 ‖𝐴(𝑡)‖

𝑑𝑡
будут функции

𝑑

𝑑𝑡
𝛼𝑖𝑗(𝑡);

–
𝑡∫︀

𝑡0

‖𝐴(𝑢)‖ 𝑑𝑢 будут интегралы с перемен-

ным верхним пределом
𝑡∫︀

𝑡0

𝛼𝑖𝑗(𝑢) 𝑑𝑢 .

Определения 3.4.1 и 3.4.2 позволяют вводить в рассмотрение и дру-
гие, более сложные функции матриц, используя для их описания ряды,
то есть суммы с неограниченным числом слагаемых.

Отметим, что здесь (как и ранее) нижний индекс в круглых скобках
является номером, в данном случае слагаемого в сумме.
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Определение
3.4.3

Матрица ‖𝐵‖ называется суммой матричного

ряда
+∞∑︀
𝑘=0

‖𝐴(𝑘)‖ , если ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛] числовой ряд

+∞∑︀
𝑘=0

𝛼𝑖𝑗(𝑘) , составленный из 𝑖𝑗-х элементов мат-

риц ‖𝐴(𝑘)‖ , сходится к 𝑖𝑗-му элементу ‖𝐵‖ .

Аналогичным образом определяются понятия абсолютной сходи-
мости матричного ряда, а также поточечной и равномерной сходи-
мости рядов образованных из матриц, элементами которых являются
функции.

Здесь же отметим, что, в силу определений 3.4.2 и 3.4.3, для мат-
ричных рядов оказываются справедливыми аналогичные доказанным
в курсе математического анализа теоремы о непрерывности суммы
ряда, а также о возможности его почленного дифференцирования и
интегрирования.
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Для дальнейшего анализа условий сходимости матричных рядов
оказывается полезным

Определение
3.4.4

Нормой матрицы ‖𝐴‖ называется число ⟨‖𝐴‖⟩ ,
равное max

𝑖,𝑗=[1,𝑛]
|𝛼𝑖𝑗 | .
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Теорема
3.4.1

Если
⟨︀
‖𝐴(𝑘)(𝑡)‖

⟩︀
≤ 𝑎𝑘 ∀𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,∀𝑡 ∈ 𝑇, и ма-

жорирующий числовой ряд
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 сходится, то

матричный ряд
+∞∑︀
𝑘=0

‖𝐴(𝑘)(𝑡)‖ сходится абсолютно

и равномерно на 𝑇.

Доказательство

Следует из определений 3.4.3 и 3.4.4, а также соответствую-
щих свойств функциональных рядов.

Теорема доказана.
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Имеет место

Теорема
3.4.2

Для любой квадратной матрицы ‖𝐴‖ и каждого
𝜌 > 0 матричный ряд

+∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘‖𝐴‖𝑘

𝑘!
= ‖𝐸‖+

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+

𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . . (3.4.1)

сходится абсолютно и равномерно в круге |𝑡| ≤ 𝜌
комплексной плоскости.
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Доказательство

Согласно определению 3.4.4, для любой квадратной матри-
цы ‖𝐴‖ существует неотрицательное число 𝑀 = ⟨‖𝐴‖⟩ , для
которого |𝛼𝑖𝑗 | ≤ 𝑀 ∀𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛] . Оценим, исходя из пра-
вила умножения матриц, норму матрицы ‖𝐴‖2. Обозначим
элемент ‖𝐴‖𝑘 как 𝛼𝑖𝑗(𝑘). Поскольку

‖𝐴‖2 = ‖𝐴‖ · ‖𝐴‖, то 𝛼𝑖𝑗(2) =

𝑛∑︁
𝑠=1

𝛼𝑖𝑠𝛼𝑠𝑗 ,

и ⃒⃒
𝛼𝑖𝑗(2)

⃒⃒
≤

𝑛∑︁
𝑠=1

|𝛼𝑖𝑠||𝛼𝑠𝑗 | ≤ 𝑛𝑀2 .

Действуя аналогично для бо́льших степеней матрицы ‖𝐴‖,
по индукции получаем

⃒⃒
𝛼𝑖𝑗(𝑘)

⃒⃒
≤ 𝑛𝑘−1𝑀𝑘.

В силу определения 3.4.3 сходимость матричного ряда (3.4.1)
равносильна сходимости числовых рядов

𝛿𝑖𝑗+

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘𝛼𝑖𝑗(𝑘)

𝑘!
= 𝛿𝑖𝑗+

𝑡𝛼𝑖𝑗(1)

1!
+
𝑡2𝛼𝑖𝑗(2)

2!
+
𝑡3𝛼𝑖𝑗(3)

3!
+. . . (3.4.2)

для всех 𝑖, 𝑗 = [1, 𝑛]. В этой формуле слагаемое 𝛿𝑖𝑗 есть сим-
вол Кронекера.

Сходимость каждого из рядов (3.4.2) следует из сходимости
мажорирующего числового ряда

1 +
𝜌𝑀

1!
+

𝜌2𝑛𝑀2

2!
+ . . . +

𝜌𝑘𝑛𝑘−1𝑀𝑘

𝑘!
+ . . . ,

который сходится по признаку д’Аламбера (проверьте это
самостоятельно!).

Наконец, используя утверждение теоремы 3.4.1, приходим к
доказываемому результату.

Теорема доказана.
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Определение
3.4.5

Показательной функцией (или экспонентой)
матрицы ‖𝐴‖ называется сумма матричного ря-
да

𝑒‖𝐴‖ =

+∞∑︁
𝑘=0

‖𝐴‖𝑘

𝑘!
= ‖𝐸‖+

‖𝐴‖
1!

+
‖𝐴‖2

2!
+

‖𝐴‖3

3!
+ . . .

Согласно этому определению и правилу умножения числа на мат-
рицу, сумма матричного ряда (3.4.1) будет иметь вид

+∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘‖𝐴‖𝑘

𝑘!
= ‖𝐸‖ +

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+

𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . . = 𝑒𝑡‖𝐴‖ . (3.4.3)
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Основные свойства матричной экспоненты описывает

Теорема
3.4.3

Пусть ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖ квадратные матрицы порядка
𝑛. Тогда для матричной экспоненты справедливы
равенства:

– если ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖ = ‖𝐵‖ · ‖𝐴‖,

то 𝑒‖𝐴‖+‖𝐵‖ = 𝑒‖𝐴‖𝑒‖𝐵‖;

–
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝐴‖ 𝑒𝑡‖𝐴‖ .
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Доказательство

𝑒‖𝐴‖ 𝑒‖𝐵‖ =

=

(︃
‖𝐸‖ +

‖𝐴‖
1!

+
‖𝐴‖2

2!
+ . . .

)︃(︃
‖𝐸‖ +

‖𝐵‖
1!

+
‖𝐵‖2

2!
+ . . .

)︃
=

=

+∞∑︁
𝑘=0

+∞∑︁
𝑚=0

𝑔𝑘𝑚‖𝐴‖𝑘‖𝐵‖𝑚. (3.4.4)

С другой стороны,

𝑒‖𝐴‖+‖𝐵‖ = ‖𝐸‖ +
‖𝐴‖ + ‖𝐵‖

1!
+

(‖𝐴‖ + ‖𝐵‖)2

2!
+ . . . =

=

+∞∑︁
𝑘=0

+∞∑︁
𝑚=0

ℎ𝑘𝑚‖𝐴‖𝑘‖𝐵‖𝑚 , (3.4.5)

поскольку из коммутируемости матриц ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖ следует
справедливость матричного аналога формулы бинома Нью-
тона, то есть равенств вида

(‖𝐴‖+‖𝐵‖)2 = (‖𝐴‖+‖𝐵‖)(‖𝐴‖+‖𝐵‖) =

= ‖𝐴‖2 +‖𝐴‖‖𝐵‖+‖𝐵‖‖𝐴‖+‖𝐵‖2 = ‖𝐴‖2 +2‖𝐴‖‖𝐵‖+‖𝐵‖2

и им подобным.

Таким образом, матрицы ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖ (в предположении ком-
мутативности их произведения) по алгебраическим свой-
ствам не отличаются от чисел. Значит, вид разложений
(3.4.4) и (3.4.5) не зависит от того, являются ли ‖𝐴‖ и ‖𝐵‖
числами или матрицами.

Сравним теперь значения коэффициентов 𝑔𝑘𝑚 и ℎ𝑘𝑚 исходя
из факта, что разложение функции в степенной ряд, если
существует, то оно единственно. Это дает

𝑔𝑘𝑚 = ℎ𝑘𝑚 ∀𝑘,𝑚 = 0, 1, 2, 3, . . . ,

то есть выражения (3.4.4) и (3.4.5) совпадают.
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Убедимся теперь в справедливости второго утверждения
теоремы.

Поскольку в нашем случае матричный ряд (3.4.3) сходится
на множестве 𝑇 , а ряд, составленный из производных его
членов, сходится равномерно к производной от суммы ряда,
то его можно почленно дифференцировать. Поэтому

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑡‖𝐴‖ =

𝑑

𝑑𝑡

(︃
‖𝐸‖ +

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+

𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . .

)︃
=

= ‖𝐴‖ +
𝑡‖𝐴‖2

1!
+

𝑡2‖𝐴‖3

2!
+

𝑡3‖𝐴‖4

3!
+ . . . =

= ‖𝐴‖

(︃
‖𝐸‖ +

𝑡‖𝐴‖
1!

+
𝑡2‖𝐴‖2

2!
+

𝑡3‖𝐴‖3

3!
+ . . .

)︃
=

= ‖𝐴‖ 𝑒𝑡‖𝐴‖ .

И мы приходим к заключению о справедливости второго
утверждения теоремы.

Теорема доказана.

Следствие
3.4.1

Матрица ‖𝑋(𝑡)‖ = 𝑒𝑡‖𝐴‖ является решением зада-
чи Коши с начальным условием ‖𝑋(0)‖ = ‖𝐸‖ для
матричного уравнения ‖𝑋̇‖ = ‖𝐴‖‖𝑋‖ .

Доказательство

Очевидно вытекает из второго утверждения теоремы 3.4.3.

Следствие доказано.
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Теорема
3.4.4

Общее решение однородной системы (3.1.1) мо-
жет быть представлено в форме⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .

𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = 𝑒𝑡‖𝐴‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝐶1

𝐶2

. . .
𝐶𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ , (3.4.6)

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные
числа.
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Доказательство

Пусть 𝑘-й столбец матрицы ‖𝑋(𝑡)‖ есть вектор-функция
‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ ∀𝑘 = [1, 𝑛] . Тогда матричное дифференциальное
уравнение

‖𝑋̇‖ = ‖𝐴‖‖𝑋‖

можно записать в покомпонентном виде, как следующий на-
бор из 𝑛 систем ∀𝑘 = [1, 𝑛] :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑔̇1(𝑘)(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎1𝑗𝑔𝑗(𝑘)(𝑡) ,

𝑔̇2(𝑘)(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎2𝑗𝑔𝑗(𝑘)(𝑡) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑔̇𝑛(𝑘)(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎𝑛𝑗𝑔𝑗(𝑘)(𝑡) .

Это означает, что каждая вектор-функция ‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ есть
частное решение однородной системы (3.1.1).

Кроме того, поскольку ‖𝑋(0)‖ = ‖𝐸‖ , то каждая такая
вектор-функция есть решение задачи Коши с начальным
условием в виде

‖𝑔(𝑘)(0)‖ = ‖ 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 ‖T,

где единица стоит в 𝑘-й строке столбца – результата транс-
понирования.

Эти столбцы, очевидно, линейно независимые, значит, по
теореме существования и единственности решения задачи
Коши линейно независимыми будут и сами вектор-функции
‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ ∀𝑘 = [1, 𝑛] .

Но тогда ‖𝑔(𝑘)(𝑡)‖ ∀𝑘 = [1, 𝑛] можно принять за базис в ли-
нейном пространстве частных решений однородной системы
(3.1.1), и записать общее решение как

‖𝑥(𝑡)‖ =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘‖ 𝑔(𝑘)(𝑡)‖

или в матричной форме:
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⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
. . .

𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = ‖𝑋(𝑡)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝐶1

𝐶2

. . .
𝐶𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные числа.

Откуда, использовав равенство ‖𝑋(𝑡)‖ = 𝑒𝑡‖𝐴‖ , получим
утверждение теоремы.

Теорема доказана.

Иначе говоря, теорема 3.4.4 утверждает, что столбцами матрицы
𝑒𝑡‖𝐴‖ являются решения задач Коши для однородной системы уравне-
ний ‖𝑥̇‖ = ‖𝐴‖‖𝑥‖, начальные условия в которых суть столбцы единич-
ной матрицы. Такие решения линейно независимые и образуют базис
в 𝑛-мерном линейном пространстве частных решений этой системы
уравнений, что, очевидно, позволяет находить и общее решение этой
системы уравнений.
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Другим способом вычисления матричной экспоненты 𝑒𝑡‖𝐴‖ (аль-
тернативным следствию 3.4.1) служит формула (3.4.3). Однако ее ис-
пользование в случае произвольной матрицы ‖𝐴‖ является непростой
задачей. Значительно более эффективным (с вычислительной точки
зрения) методом нахождения 𝑒𝑡‖𝐴‖ оказывается алгоритм, основанный
на следующих лемме и теореме.

Лемма
3.4.1

Если матрица ‖𝐷‖ диагональна, т.е. у нее на глав-
ной диагонали стоят числа 𝜆𝑘 ∀𝑘 = [1, 𝑛], а осталь-
ные элементы нулевые, то

𝑒‖𝐷‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝑒𝜆1 0 0 . . . 0 0
0 𝑒𝜆2 0 . . . 0 0
0 0 𝑒𝜆3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑒𝜆𝑛−1 0
0 0 0 . . . 0 𝑒𝜆𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ .

Доказательство

Следует из определения 3.4.5 и правил умножения матриц.

Лемма доказана.
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Теорема
3.4.5

Пусть матрицы ‖𝐴‖, ‖𝐵‖ и ‖𝑆‖ квадратные, по-
рядка 𝑛 , и пусть матрица ‖𝑆‖ имеет обратную.
Тогда если ‖𝐴‖ = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1, то

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐵‖‖𝑆‖−1 ∀𝑡 ∈ 𝑇 .

Доказательство

Имеем

‖𝐴‖ = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 ,

‖𝐴‖2 = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 · ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖‖𝐵‖2‖𝑆‖−1 ,

‖𝐴‖3 = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 · ‖𝑆‖‖𝐵‖2‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖‖𝐵‖3‖𝑆‖−1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‖𝐴‖𝑘 = ‖𝑆‖‖𝐵‖‖𝑆‖−1 · ‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘−1‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘‖𝑆‖−1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Подставляя в формулу (3.4.3) ‖𝐴‖𝑘 = ‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘‖𝑆‖−1 , полу-
чаем

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖‖𝐸‖‖𝑆‖−1 +

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝑆‖‖𝐵‖𝑘‖𝑆‖−1 =

= ‖𝑆‖

(︃
‖𝐸‖ +

+∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝐵‖𝑘

)︃
‖𝑆‖−1 = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐵‖‖𝑆‖−1 .

Теорема доказана.
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Из курса линейной алгебры известно, что если в 𝑈𝑛 существует ба-
зис из собственных векторов линейного преобразования, задаваемого
матрицей ‖𝐴‖, то матрица ‖𝐷‖, определяемая формулой

‖𝐷‖ = ‖𝑆‖−1‖𝐴‖‖𝑆‖ ,

диагональна (здесь ‖𝑆‖ есть матрица перехода от исходного базиса
к базису из собственных векторов). Построив этот базис и вычислив
матрицы ‖𝑆‖ и ‖𝐷‖ (см. лемму 3.4.1), используя теорему 3.4.5, найдем
искомую матричную экспоненту по формуле

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐷‖‖𝑆‖−1 .
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В случае, когда базис из собственных векторов матрицы ‖𝐴‖ не
существует, всегда возможно, согласно теореме 3.2.2 (Жордана), пе-
рейти (при помощи невырожденной матрицы перехода ‖𝑆‖) к базису,
в котором матрица ‖𝐴‖ будет иметь нормальную жорданову форму
‖𝐽‖, то есть иметь блочно-диагональную структуру, составленную из
жордановых, размером 𝑙 x 𝑙 клеток (3.2.1) вида

‖𝐽𝑙(𝜆)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝜆 1 0 . . . 0 0 0
0 𝜆 1 . . . 0 0 0
0 0 𝜆 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆 1 0
0 0 0 . . . 0 𝜆 1
0 0 0 . . . 0 0 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
.
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Покажем теперь, что экспоненту жордановой клетки можно найти,
не вычисляя сумму какого-либо ряда. Действительно,

𝑡‖𝐽𝑙(𝜆)‖ = 𝑡𝜆‖𝐸‖ + 𝑡‖𝐽𝑙(0)‖, где

‖𝐽𝑙(0)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 1 0 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
.

Матрицы ‖𝐸‖ и ‖𝐽𝑙(0)‖ , очевидно, коммутируют, поэтому (соглас-
но теореме 3.4.3):

𝑒𝑡‖𝐽𝑙(𝜆)‖ = 𝑒𝑡𝜆‖𝐸‖+𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ = 𝑒𝑡𝜆‖𝐸‖ · 𝑒𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ .

Первый сомножитель легко вычисляется при помощи леммы 3.4.1.
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Второй найдем при помощи формулы (3.4.3):

𝑒𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 . (3.4.7)

Заметим, что согласно правилу умножения матриц

‖𝐽𝑙(0)‖2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 0 1 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

‖𝐽𝑙(0)‖𝑙−2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
,

‖𝐽𝑙(0)‖𝑙−1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

.

То есть при каждом последовательном увеличении на единицу 𝑘 – по-
казателя степени в ‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 – единичная наддиагональ укорачивается
на единицу и сдвигается вправо на один столбец и вверх на одну стро-
ку.

При 𝑘 = 𝑙 матрица ‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 оказывается нулевой, и ряд (3.4.7) обры-
вается, превращаясь в обычную сумму с конечным числом слагаемых.
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В итоге получаем, что

𝑒𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ =

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
‖𝐽𝑙(0)‖𝑘 =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

1
𝑡

1!

𝑡2

2!
. . .

𝑡𝑙−3

(𝑙 − 3)!

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!

𝑡𝑙−1

(𝑙 − 1)!

0 1
𝑡

1!
. . .

𝑡𝑙−4

(𝑙 − 4)!

𝑡𝑙−3

(𝑙 − 3)!

𝑡𝑙−2

(𝑙 − 2)!

0 0 1 . . .
𝑡𝑙−5

(𝑙 − 5)!

𝑡𝑙−4

(𝑙 − 4)!

𝑡𝑙−3

(𝑙 − 3)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1
𝑡

1!

𝑡2

2!

0 0 0 . . . 0 1
𝑡

1!
0 0 0 . . . 0 0 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
. (3.4.8)

Вычислив аналогичным методом экспоненты всех жордановых кле-
ток матрицы ‖𝐽‖, из которых составлена клеточно-диагональная мат-
рица 𝑒𝑡‖𝐽‖, и возвратившись в исходный базис по формуле

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖𝑒𝑡‖𝐽‖‖𝑆‖−1 ,

получим искомую экспоненту матрицы 𝑡‖𝐴‖.
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Проиллюстрируем изложенную теорию следующим примером.

Задача
3.4.1

Найти 𝑒𝑡‖𝐴‖ , если ‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
3 −1
1 1

⃦⃦⃦⃦
.

Решение Решим задачу двумя способами.

В первом способе воспользуемся следствием 3.4.1. Для
этого нам нужно решить указанные в нем задачи Коши,
для чего вначале найдем общее решение системы уравне-
ний вида⃦⃦⃦⃦

𝑥̇1(𝑡)
𝑥̇2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3 −1
1 1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
. (3.4.9)
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Матрица ‖𝐴‖ имеет (проверьте это!) двукратное соб-
ственное значение 𝜆1,2 = 2 и соответствующее ему одно-
мерное собственное подпространство, базисом в котором
является собственный вектор ‖ℎ(1)‖ = ‖1 1‖T. По фор-
мулам (3.2.2) найдем присоединенный к ‖ℎ(1)‖ вектор
‖ℎ(2)‖ = ‖𝜂1 𝜂2‖T, который в нашем случае определяется
из системы линейных уравнений⃦⃦⃦⃦

1 −1
1 −1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝜂1
𝜂2

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
=⇒

=⇒ 𝜂1 − 𝜂2 = 1 =⇒ ‖ℎ(2)‖ =

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦
.

Используя (3.2.9), запишем общее решение системы
(3.4.9) в виде⃦⃦⃦⃦

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝐶1𝑒

2𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
+ 𝐶2𝑒

2𝑡

(︂
𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦)︂
или в координатной форме:{︂

𝑥1(𝑡) = 𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

2𝑡 (𝑡 + 1) ,
𝑥2(𝑡) = 𝐶1𝑒

2𝑡 + 𝐶2𝑒
2𝑡𝑡 .

Из общего решения находим нужные решения задач Ко-
ши: первое

из
⃦⃦⃦⃦

𝑥1(0)
𝑥2(0)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦
⇒

{︂
𝐶1 + 𝐶2 = 1,
𝐶1 = 0,

⇒
{︂

𝐶1 = 0,
𝐶2 = 1,

то есть⃦⃦⃦⃦
𝑥1(1)(𝑡)
𝑥2(1)(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

(︂
𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦)︂
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑡 + 1
𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Аналогично, второе

из
⃦⃦⃦⃦

𝑥1(0)
𝑥2(0)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
⇒

{︂
𝐶1 + 𝐶2 = 0,
𝐶1 = 1,

⇒
{︂

𝐶1 = 1,
𝐶2 = −1,
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откуда⃦⃦⃦⃦
𝑥1(2)(𝑡)
𝑥2(2)(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

(︂⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
− 𝑡

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦⃦

1
0

⃦⃦⃦⃦)︂
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
−𝑡

1 − 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Наконец, следуя правилу, указанному в формулировке
следствия 3.4.1, составляем искомую матрицу

𝑒𝑡‖𝐴‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑥1(1) 𝑥1(2)

𝑥2(1) 𝑥2(2)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑡 + 1 −𝑡
𝑡 1 − 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Во втором варианте решения задачи приведем матрицу к
жордановой форме и затем воспользуемся леммой 3.4.1 и
теоремой 3.4.5.

Согласно теореме 3.2.2 (Жордана) жорданов базис в
рассматриваемом случае состоит из элементов ‖ℎ(1)‖ и
‖ℎ(2)‖. Значит ‖𝑆‖ – матрица перехода от исходного ба-
зиса к жорданову – будет иметь вид

‖𝑆‖ =

⃦⃦⃦⃦
1 1
1 0

⃦⃦⃦⃦
,

поскольку ее столбцами служат координатные представ-
ления элементов нового базиса. Как известно, матрица
перехода невырожденная, поэтому обратная ей матрица
существует и единственна:

‖𝑆‖−1 =

⃦⃦⃦⃦
0 1
1 −1

⃦⃦⃦⃦
.

Переход к жордановой форме осуществляется по правилу

‖𝐽‖ = ‖𝑆‖−1‖𝐴‖‖𝑆‖ ,

что дает жорданову клетку:

‖𝐽2‖ =

⃦⃦⃦⃦
0 1
1 −1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
3 −1
1 1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
1 1
1 0

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
2 1
0 2

⃦⃦⃦⃦
.

В нашем случае 𝜆 = 2 и 𝑙 = 2, поэтому из (3.4.8) и из
𝑡‖𝐽𝑙(𝜆)‖ = 𝜆𝑡‖𝐸‖ + 𝑡‖𝐽𝑙(0)‖ следует

24



Решение
получено.

𝑒𝑡‖𝐽2(𝜆)‖ = 𝑒2𝑡‖𝐸‖+𝑡‖𝐽2(0)‖ = 𝑒2𝑡‖𝐸‖ · 𝑒𝑡‖𝐽2(0)‖ =

=

⃦⃦⃦⃦
𝑒2𝑡 0
0 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
1 𝑡
0 1

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒2𝑡

⃦⃦⃦⃦
1 𝑡
0 1

⃦⃦⃦⃦
.

Наконец, по формуле 𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖𝑆‖ 𝑒𝑡‖𝐽‖‖𝑆‖−1 получаем

𝑒𝑡‖𝐴‖ = 𝑒2𝑡
⃦⃦⃦⃦

1 1
1 0

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
1 𝑡
0 1

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
0 1
1 −1

⃦⃦⃦⃦
=

= 𝑒2𝑡
⃦⃦⃦⃦

1 + 𝑡 −𝑡
𝑡 1 − 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.
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В заключение обсуждения свойств матричной экспоненты опишем
метод, позволяющий находить решения нескольких задач Коши, сфор-
мулированных для одного и того же начального 𝑡 = 𝑡0.

Поскольку множество всех частных решений однородной системы
(3.1.1) является 𝑛-мерным линейным пространством, то ее общее ре-
шения может быть записано в виде⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦⃦ 𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
. . .

𝑥𝑛(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ = ‖Φ(𝑡)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝐶1

𝐶2

. . .
𝐶𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ ,

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – произвольные комплексные числа. Или же в более
компактной форме:

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖Φ(𝑡)‖ ‖𝐶‖ . (3.4.10)

При этом столбцами матрицы ‖Φ(𝑡)‖ (часто называемой фундамен-
тальной) являются координатные столбцы базисных частных реше-
ний системы (3.1.1). Примером такой матрицы, в силу равенства
(3.4.6), может служить 𝑒𝑡‖𝐴‖.
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Если в задаче Коши начальное условие имеет вид ‖𝑥(𝑡0)‖ = ‖𝑥0‖ ,
то

‖𝑥0‖ = ‖Φ(𝑡0)‖ ‖𝐶‖ =⇒ ‖𝐶‖ = ‖Φ(𝑡0)‖−1 ‖𝑥0‖ .

Тогда решение задачи Коши (в силу (3.4.10)) в базисе с ‖Φ(𝑡)‖ будет
иметь вид

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖Φ(𝑡)‖‖Φ(𝑡0)‖−1 ‖𝑥0‖ (3.4.11)

Пусть ‖𝑆‖ – матрица перехода в пространстве частных решений,
связывающая базисы, имеющие фундаментальные матрицы ‖Φ(𝑡)‖ и
𝑒𝑡‖𝐴‖, такие, что выполнены равенства

𝑒𝑡‖𝐴‖ = ‖Φ(𝑡)‖ ‖𝑆‖ и 𝑒𝑡0‖𝐴‖ = ‖Φ(𝑡0)‖ ‖𝑆‖ .

Тогда ‖𝑆‖ = ‖Φ(𝑡0)‖−1𝑒𝑡0‖𝐴‖ и, значит, в базисе с любой фунда-
ментальной матрицей ‖Φ(𝑡)‖

‖Φ(𝑡)‖‖Φ(𝑡0)‖−1 = 𝑒(𝑡−𝑡0)‖𝐴‖ . (3.4.12)

Наконец, подставив (3.4.12) в (3.4.11), получим более удобный для
практического использования, чем формула (3.4.11), вид решения за-
дачи Коши

‖𝑥(𝑡)‖ = 𝑒(𝑡−𝑡0)‖𝐴‖ ‖𝑥0‖ . (3.4.13)
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Эффект использования формулы (3.4.12) демонстрирует

Задача
3.4.2

Для системы уравнений⃦⃦⃦⃦
𝑥̇1(𝑡)
𝑥̇2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
4 −5
2 −2

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
найти вещественные решения задач Коши со следующи-
ми начальными условиями⃦⃦⃦⃦

⃦ 𝑥(1)

(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑥(2)

(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
5
2

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑥(3)

(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
.
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Решение Характеристическое уравнение данной системы имеет
корни 𝜆1,2 = 1 ± 𝑖 , а собственные векторы

⃦⃦
𝑓(1,2)

⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
3
2

⃦⃦⃦⃦
± 𝑖

⃦⃦⃦⃦
1
0

⃦⃦⃦⃦
.

Тогда общее вещественное решение решаемой системы
будет⃦⃦⃦⃦

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒𝑡

(︂
𝐶1

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡

2 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
+ 𝐶2

⃦⃦⃦⃦
cos 𝑡 + 3 sin 𝑡

2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦ )︂
или⃦⃦⃦⃦

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒𝑡

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡 cos 𝑡 + 3 sin 𝑡

2 cos 𝑡 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
𝐶1

𝐶2

⃦⃦⃦⃦
.

Значит, в нашем случае

Φ(𝑡) = 𝑒𝑡
⃦⃦⃦⃦

3 cos 𝑡− sin 𝑡 cos 𝑡 + 3 sin 𝑡
2 cos 𝑡 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Матричную экспоненту при 𝑡0 =
𝜋

4
найдем при помощи

формулы (3.4.11). Имеем

Φ

(︃
𝜋

4

)︃
=

√
2

⃦⃦⃦⃦
1 2
1 1

⃦⃦⃦⃦
exp

(︃
𝜋

4

)︃
.

Откуда находим

Φ−1

(︃
𝜋

4

)︃
=

1
√

2

⃦⃦⃦⃦
−1 2

1 −1

⃦⃦⃦⃦
exp

(︃
−
𝜋

4

)︃
.

Тогда, согласно (3.4.11),

exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃
= ‖Φ(𝑡)‖

⃦⃦⃦⃦
⃦Φ−1

(︃
𝜋

4

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ =
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Решение
получено.

=
𝑒
𝑡−

𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡 cos 𝑡 + 3 sin 𝑡

2 cos 𝑡 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦⃦
−1 2

1 −1

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−

𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
−2 cos 𝑡 + 4 sin 𝑡 5 cos 𝑡− 5 sin 𝑡
−2 cos 𝑡 + 2 sin 𝑡 4 cos 𝑡− 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.

Наконец, по формуле (3.4.12) выписываем решения зада-
чи Коши единообразно для всех трех случаев:⃦⃦⃦⃦

𝑥(1)1(𝑡)
𝑥(1)2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃ ⃦⃦⃦⃦
1
1

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−

𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
3 cos 𝑡− sin 𝑡

2 cos 𝑡

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
𝑥(2)1(𝑡)
𝑥(2)2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃ ⃦⃦⃦⃦
5
2

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−

𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
10 sin 𝑡

−2 cos 𝑡 + 6 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
;

⃦⃦⃦⃦
𝑥(3)1(𝑡)
𝑥(3)2(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
= exp

(︃(︃
𝑡−

𝜋

4

)︃
‖𝐴‖

)︃ ⃦⃦⃦⃦
0
1

⃦⃦⃦⃦
=

=
𝑒
𝑡−

𝜋

4
√

2

⃦⃦⃦⃦
5 cos 𝑡− 5 sin 𝑡
4 cos 𝑡− 2 sin 𝑡

⃦⃦⃦⃦
.
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