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Метрические множества и нормированные линейные пространства 
 
 
Напомним вначале определения сходимости и фундаментальности для числовых после-
довательностей. 

 
 
1)  Число A  является пределом числовой последовательности  nx  (символически это 

записывается как Axn
n




lim ), если 
 

.:0    AxNnN n  

 
2)  Числовая последовательность  nx  называется фундаментальной, если: 
 

   mn xxNmNnN и:0  
 

или, что, то же самое, 
 

.и:0     npn xxpNnN N  

 
 
 
Имеет место теорема: 
 

Для того, чтобы числовая последовательность имела предел (была сходящей-
ся), необходимо и достаточно, чтобы она была фундаментальной. 

 
 



ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ Умнов А.Е., Умнов Е.А. 
Тема 03  2025/26 уч. г. 

2 

 
 
 
Определение 01 Множество },,,{: zyxX   называется метрическим, если каждой 

упорядоченной паре его элементов x и y поставлено в соответствие 
единственное неотрицательное число ),( yx  такое, что Xzyx  ,,  
выполнены аксиомы: 
 

1)  ,0),( yxyx   
 

2)  ,),(),( xyyx    
 

3)  .),(),(),( yzzxyx    (неравенство треугольника) 
 

В метрическом множестве можно пользоваться определениями сходящейся и фундамен-
тальной последовательности. 
 

Из сходимости всегда следует фундаментальность, но, не наоборот! 
 

Множество называется полным, если в нем каждая фундаментальная последовательность 
сходится к элементу этого множества. 
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Определение 02 Линейное пространство },,,{: zyxX   называется нормирован-

ным, если каждому его элементу x поставлено в соответствие един-
ственное неотрицательное число x  такое, что Xyx  ,  и R  

выполнены аксиомы: 
 

1)  ,xx    (однородность нормы), 
 

2)  ,yxyx   (неравенство треугольника), 
 

3)  .0 oxx   

 
В нормированном линейном пространстве в качестве метрики можно принять 
 

yxyx ),( . 
 

Полное нормированное пространство принято называть банаховым пространством. 
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Пример 02.  Пусть }{ nx  и }{ ny  суть фундаментальные последовательности в некото-

ром метрическом множестве X. Покажите, что последовательность 
}),({ nn yx  сходится. 

 
Решение:  1) По неравенству треугольника имеем 
 

),(),(),(),( nmmmmnnn yyyxxxyx    

или 
),(),(),(),( nmmnmmnn yyxxyxyx   . 

 

Если поменять местами n и m, то получим 
 

),(),(),(),( nmnmmmnn yyxxyxyx    

или 
 ),(),(),(),( nmmnmmnn yyxxyxyx   . 

Значит, 
),(),(),(),( nmmnmmnn yyxxyxyx   . 
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Из фундаментальности }{ nx  и }{ ny  следует, что 

 NmnN ,:0 
2

),(;
2

),(
  nmmn yyxx  . 

Тогда 

 
22

),(),(),(),( nmmnmmnn yyxxyxyx . 

Значит, последовательность }),({ nn yx  фундаментальна, а поскольку 

она числовая, то она и сходящаяся, по критерию Коши. 
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Пример 03.  Во множестве непрерывных на ]1,0[  функций )(x  функциональная по-

следовательность   
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  

сходится поточечно к функции, тождественно равной нулю (см. рис.). 
 

 
 
Но она не будет сходящейся, если метрика задается формулой: 

 dyxyx  
1

0

)()(),( . 

поскольку   n
n

nxn 
2

11

2

1
)0),((  . 
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Пример 04.  Показать, что линейное пространство, непрерывных на ]1,1[  функций 

не является полным, если норма определена по формуле 

 dxx 



1

1

2 )()( . 

 
Решение:  1) Достачно показать, что в линейном пространстве непрерывных на 

]1,1[  функций )(x  функциональная последовательность   
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  

фундаментальна, но не сходится к непрерывной функции (см. рис.2). 
 

 
 
Действительно,   ,sgn)(lim  

 n
n

x   которая не является непрерывной. 
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2) Покажем, что функциональная последовательность )}({ nx  

фундаментальная. 
 
Получим оценку для квадрата нормы разности функций )(pnx   и )(nx . 
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3) Другие способы оценки.  
 
 

А)  Пусть mn  , тогда 

   

  .
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В)  Используйте тот факт, что площадь треугольника AB0  равна 
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