
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ Умнов А.Е., Умнов Е.А. 
Тема 04  Ос. сем. 2025/26 уч.г. 

 

1 

 

 

 

Произведения векторов 

1. Скалярное произведение 
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Произведения векторов
в координатах

Выражение скалярного произведения
в координатах

Пусть дан базис {𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3} и два вектора 𝑎⃗ и 𝑏⃗ с координатными
разложениями в этом базисе:

𝑎⃗ = 𝜉1𝑔⃗1 + 𝜉2𝑔⃗2 + 𝜉3𝑔⃗3 , 𝑏⃗ = 𝜂1𝑔⃗1 + 𝜂2𝑔⃗2 + 𝜂3𝑔⃗3 .

Тогда по свойствам 3) и 4) скалярного произведения

(⃗𝑎, 𝑏⃗ ) = ( 𝜉1𝑔⃗1 + 𝜉2𝑔⃗2 + 𝜉3𝑔⃗3, 𝜂1𝑔⃗1 + 𝜂2𝑔⃗2 + 𝜂3𝑔⃗3 ) =

= 𝜉1𝜂1(𝑔⃗1, 𝑔⃗1) + 𝜉1𝜂2(𝑔⃗1, 𝑔⃗2) + 𝜉1𝜂3(𝑔⃗1, 𝑔⃗3)+

+ 𝜉2𝜂1(𝑔⃗2, 𝑔⃗1) + 𝜉2𝜂2(𝑔⃗2, 𝑔⃗2) + 𝜉2𝜂3(𝑔⃗2, 𝑔⃗3)+

+ 𝜉3𝜂1(𝑔⃗3, 𝑔⃗1) + 𝜉3𝜂2(𝑔⃗3, 𝑔⃗2) + 𝜉3𝜂3(𝑔⃗3, 𝑔⃗3) =

=

3∑︁
𝑗=1

(︁
𝜉𝑗𝜂1(𝑔⃗𝑗 , 𝑔⃗1) + 𝜉𝑗𝜂2(𝑔⃗𝑗 , 𝑔⃗2) + 𝜉𝑗𝜂3(𝑔⃗𝑗 , 𝑔⃗3)

)︁
=

=

3∑︁
𝑗=1

3∑︁
𝑖=1

𝜉𝑗𝜂𝑖(𝑔⃗𝑗 , 𝑔⃗𝑖) .
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В случае ортонормированного базиса эта формула упрощается, по-
скольку для попарных скалярных произведений базисных векторов

справедливо равенство (𝑒⃗𝑗 , 𝑒⃗𝑖) = 𝛿𝑗𝑖 =

{︂
1, 𝑗 = 𝑖,
0, 𝑗 ̸= 𝑖,

где число 𝛿𝑗𝑖

называется символом Кронекера.

Откуда для скалярного произведения векторов в ортонормирован-
ном базисе получаем формулу

(⃗𝑎, 𝑏⃗ ) = 𝜉1𝜂1 + 𝜉2𝜂2 + 𝜉3𝜂3 ,

из которой следуют соотношения:
⃒⃒⃒
𝑎⃗
⃒⃒⃒
=

√︁
(⃗𝑎, 𝑎⃗ ) =

√︁
𝜉21 + 𝜉22 + 𝜉23 ,

а для случая 𝑎⃗ ̸= 𝑜⃗ и 𝑏⃗ ̸= 𝑜⃗ ,

cos𝜙 =
(⃗𝑎, 𝑏⃗ )⃒⃒⃒
𝑎⃗
⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒

𝑏⃗
⃒⃒⃒ = 𝜉1𝜂1 + 𝜉2𝜂2 + 𝜉3𝜂3√︁

𝜉21 + 𝜉22 + 𝜉23 ·
√︁

𝜂21 + 𝜂22 + 𝜂23

.

Отметим, что это равенство в сочетании с условием | cos𝜙 | ≤ 1
приводит к верному ∀𝜉𝑖, 𝜂𝑗 𝑖, 𝑗 = 1 . . . 3 неравенству Коши – Буня-
ковского:⃒⃒

𝜉1𝜂1 + 𝜉2𝜂2 + 𝜉3𝜂3
⃒⃒
≤
√︁

𝜉21 + 𝜉22 + 𝜉23 ·
√︁

𝜂21 + 𝜂22 + 𝜂23 .
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Задача
4.07

Найти расстояние между двумя точками в ортонор-
мированной системе координат, если известны коорди-
наты этих точек.

Решение.

Решение
получено.

Пусть даны: ортонормированная система координат
{ 𝑂, 𝑒⃗1, 𝑒⃗2, 𝑒⃗3} и две точки 𝑀1 и 𝑀2, радиусы=векторы
которых имеют координатные представления вида

⃦⃦⃦
⃗𝑂𝑀1

⃦⃦⃦
𝑒
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1

𝜉2
𝜉3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ и

⃦⃦⃦
⃗𝑂𝑀2

⃦⃦⃦
𝑒
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜂1

𝜂2
𝜂3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Тогда, используя формулу для длины вектора

⃗𝑀1𝑀2 = (𝜉1 − 𝜂1)𝑒⃗1 + (𝜉2 − 𝜂2)𝑒⃗2 + (𝜉3 − 𝜂3)𝑒⃗3 ,

получим в ортонормированной системе координат⃒⃒⃒
⃗𝑀1𝑀2

⃒⃒⃒
=
√︁

(𝜉1 − 𝜂1)2 + (𝜉2 − 𝜂2)2 + (𝜉3 − 𝜂3)2 .
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Выражение векторного произведения
в координатах

Пусть задан правый базис {𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3} (то есть такой, что векторы
{𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3} образуют правую тройку) и пусть в этом базисе векторы 𝑎⃗

и 𝑏⃗ имеют координатные разложения

𝑎⃗ = 𝜉1𝑔⃗1 + 𝜉2𝑔⃗2 + 𝜉3𝑔⃗3 и 𝑏⃗ = 𝜂1𝑔⃗1 + 𝜂2𝑔⃗2 + 𝜂3𝑔⃗3 .

По свойствам 2) и 3) векторного произведения

[⃗𝑎, 𝑏⃗ ] = [ 𝜉1𝑔⃗1 + 𝜉2𝑔⃗2 + 𝜉3𝑔⃗3, 𝜂1𝑔⃗1 + 𝜂2𝑔⃗2 + 𝜂3𝑔⃗3 ] =

= 𝜉1𝜂1 [⃗𝑔1, 𝑔⃗1] + 𝜉1𝜂2 [⃗𝑔1, 𝑔⃗2] + 𝜉1𝜂3 [⃗𝑔1, 𝑔⃗3]+

+ 𝜉2𝜂1 [⃗𝑔2, 𝑔⃗1] + 𝜉2𝜂2 [⃗𝑔2, 𝑔⃗2] + 𝜉2𝜂3 [⃗𝑔2, 𝑔⃗3]+

+ 𝜉3𝜂1 [⃗𝑔3, 𝑔⃗1] + 𝜉3𝜂2 [⃗𝑔3, 𝑔⃗2] + 𝜉3𝜂3 [⃗𝑔3, 𝑔⃗3] =

=

3∑︁
𝑗=1

3∑︁
𝑖=1

𝜉𝑗𝜂𝑖 [⃗𝑔𝑗 , 𝑔⃗𝑖] .
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Если ввести обозначения

𝑓1 = [⃗𝑔2, 𝑔⃗3] , 𝑓2 = [⃗𝑔3, 𝑔⃗1] , 𝑓3 = [⃗𝑔1, 𝑔⃗2] ,

то мы получим легко запоминаемую формулу

[⃗𝑎, 𝑏⃗] = (𝜉2𝜂3 − 𝜉3𝜂2) 𝑓1 − (𝜉1𝜂3 − 𝜉3𝜂1) 𝑓2 + (𝜉1𝜂2 − 𝜉2𝜂1) 𝑓3 =

= 𝑓1 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉2 𝜉3
𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
− 𝑓2 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉3
𝜂1 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
+ 𝑓3 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉2
𝜂1 𝜂2

⃦⃦⃦⃦
=

= det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑓1 𝑓2 𝑓3

𝜉1 𝜉2 𝜉3
𝜂1 𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .
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Случай ортонормированного базиса

Пусть исходный базис {𝑒⃗1, 𝑒⃗2, 𝑒⃗3} ортонормированный, образую-
щий правую тройку векторов, тогда по определению векторного про-
изведения

𝑓1 = 𝑒⃗1 , 𝑓2 = 𝑒⃗2 , 𝑓3 = 𝑒⃗3 .

Тогда формула для векторного произведения векторов в правом орто-
нормированном базисе заметно упростится:

[⃗𝑎, 𝑏⃗] = det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑒⃗1 𝑒⃗2 𝑒⃗3

𝜉1 𝜉2 𝜉3
𝜂1 𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .
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Из вышеприведенных формул вытекают полезные следствия.

Следствие Для того чтобы векторы 𝑎⃗ и 𝑏⃗ были коллинеарны,
необходимо и достаточно, чтобы в любом базисе

det

⃦⃦⃦⃦
𝜉2 𝜉3
𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
= det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉3
𝜂1 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
= det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉2
𝜂1 𝜂2

⃦⃦⃦⃦
= 0 ,

или же (в случае 𝑏⃗ ̸= 𝑜⃗ )
𝜉1

𝜂1
=

𝜉2

𝜂2
=

𝜉3

𝜂3
.

Следствие В ортонормированном базисе площадь паралле-
лограмма, построенного на векторах 𝑎⃗ и 𝑏⃗ , равна

𝑆 =

√︃
det2

⃦⃦⃦⃦
𝜉2 𝜉3
𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
+ det2

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉3
𝜂1 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
+ det2

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉2
𝜂1 𝜂2

⃦⃦⃦⃦
,

а для случая на плоскости 𝑆 =

⃒⃒⃒⃒
det

⃦⃦⃦⃦
𝜉2 𝜉3
𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦ ⃒⃒⃒⃒
.
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Выражение смешанного произведения
в координатах

Пусть задан правый базис {𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3} и пусть в этом базисе векторы
𝑎⃗, 𝑏⃗ и 𝑐⃗ имеют координатные разложения

𝑎⃗ = 𝜉1𝑔⃗1 + 𝜉2𝑔⃗2 + 𝜉3𝑔⃗3 , 𝑏⃗ = 𝜂1𝑔⃗1 + 𝜂2𝑔⃗2 + 𝜂3𝑔⃗3

и соответственно 𝑐⃗ = 𝜅1𝑔⃗1 + 𝜅2𝑔⃗2 + 𝜅3𝑔⃗3 .

Ранее было показано, что векторное произведение в координатах
представимо как

[⃗𝑎, 𝑏⃗] = 𝑓1 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉2 𝜉3
𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
− 𝑓2 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉3
𝜂1 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
+ 𝑓3 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉2
𝜂1 𝜂2

⃦⃦⃦⃦
,

где
𝑓1 = [⃗𝑔2, 𝑔⃗3] , 𝑓2 = [⃗𝑔3, 𝑔⃗1] , 𝑓3 = [⃗𝑔1, 𝑔⃗2] .
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Использовав определение смешанного произведения 2.6.1, нетрудно
убедиться, что из последних равенств следуют соотношения

(⃗𝑔𝑘, 𝑓⃗ 𝑗) =

{︂
(𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3) при 𝑘 = 𝑗,
0 при 𝑘 ̸= 𝑗

∀𝑘, 𝑗 = 1, 2, 3 .

Тогда мы получим для смешанного произведения будет

(⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗) = ([⃗𝑎, 𝑏⃗], 𝑐⃗) =

(︃
𝜅1 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉2 𝜉3
𝜂2 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
−

−𝜅2 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉3
𝜂1 𝜂3

⃦⃦⃦⃦
+ 𝜅3 det

⃦⃦⃦⃦
𝜉1 𝜉2
𝜂1 𝜂2

⃦⃦⃦⃦ )︃
(𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3) =

= det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1 𝜉2 𝜉3

𝜂1 𝜂2 𝜂3
𝜅1 𝜅2 𝜅3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ (𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3) .

Действительно, выражение, стоящее в больших круглых скобках, есть
разложение детерминанта 3-го порядка по его последней строке.
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Замечания: 1) В случае правого ортонормированного базиса мы
имеем (𝑒⃗1, 𝑒⃗2, 𝑒⃗3) = 1. Поэтому в таком базисе

(⃗𝑎, 𝑏⃗, 𝑐⃗) = det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜉1 𝜉2 𝜉3

𝜂1 𝜂2 𝜂3
𝜅1 𝜅2 𝜅3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

2) Для тройки векторов
{︁
𝑓1, 𝑓2, 𝑓3

}︁
справедлива

Теорема Тройка векторов
{︁
𝑓1, 𝑓2, 𝑓3

}︁
линейно независи-

мая.

Следствие Тройка векторов
{︁
𝑓1, 𝑓2, 𝑓3

}︁
образует базис (на-

зываемый взаимным к базису {𝑔⃗1, 𝑔⃗2, 𝑔⃗3} ) .


